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Resumo 
O objectivo desta dissertação consiste em estudar a dinâmica de transmissão de uma 
doença infecciosa do tipo SIS e o impacto de diferentes planos de vacinação conferindo 
diferentes tipos de imunidade na evolução da doença. São considerados programas de 
vacinação proporcional e de recém-nascidos conferindo imunidade total, temporária, e 
parcial e temporária, em 3 modelos distintos frequentemente encontrados na literatura: 
população de tamanho constante, população de tamanho variável e taxa de contactos 
adequados independente do tamanho da população, e população de tamanho variável 
e taxa de contactos adequados dependente do tamanho da população. Nas situações 
de tamanho variável, estudamos ainda de que forma é que a doença afecta a evolução 
do tamanho da população. 
Os modelos em que a vacinação confere imunidade total ou temporária seguem a 
dinâmica tradicional dos modelos epidemiológicos simples: sempre que o número de 
reprodução básico é inferior a 1, qualquer condição inicial conduz ao desaparecimento 
da doença; sempre que esse número é maior do que 1, qualquer estado da população 
evolui para uma situação de endemia. O modelo que considera a imunidade parcial 
e temporária apresenta uma dinâmica mais complexa, de acordo com os valores do 
número de reprodução básico e do parâmetro associado ao grau da imunidade parcial. 
Em particular, na situação em que o número de reprodução básico é menor do que 1, 
podem-se obter até dois pontos de equilíbrio endémicos. 
Esta dissertação apresenta um estudo sistemático do modelo SIS sujeito a diferentes 
processos de vacinação. Para cada modelo calcula-se o número de reprodução básico, 
estuda-se a estabilidade global dos pontos de equilíbrio e determina-se o número (ou 
proporção) de indivíduos infectados no(s) ponto(s) de equilíbrio endémico(s). Com 
estas informações estabelecem-se comparações entre os vários modelos e obtemos 
expressões para a proporção de indivíduos a vacinar de forma a controlar a doença. 
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Capítulo 1 
Introdução 
Os modelos matemáticos têm-se tornado ferramentas importantes na análise da di-
nâmica de transmissão e no controlo de doenças infecciosas. O modelo serve para 
clarificar hipóteses, variáveis e parâmetros associados à infecção, bem como para dar 
resposta a perguntas específicas sobre a evolução da situação epidemiológica, planos 
de detecção, prevenção e/ou controlo da doença. 
Nesta dissertação vamos estudar modelos matemáticos aplicados unicamente a doenças 
infecciosas que não conferem qualquer tipo de imunidade isto é, depois de um in-
divíduo susceptível à doença ter ficado infectado e ter recuperado, torna-se novamente 
susceptível a novas infecções. Sempre que o período de latência é desprezável (e esta 
será sempre a nossa situação), o modelo anterior segue o trajecto 
Susceptível —► Infectado —► Susceptível 
e é usualmente designado por modelo SIS. Exemplos destas doenças são a meningite, 
a cólera e a gonorreia. 
Matematicamente, os modelos consistem de sistemas de equações diferenciais ordinárias 
de primeira ordem não lineares (a não linearidade aparece unicamente associada ao 
termo relacionado com a transmissão da doença). 
Os resultados teóricos de sistemas dinâmicos necessários à análise matemática dos 
modelos epidemiológicos são apresentados no Capítulo 2. Nem todos os teoremas 
enunciados são demonstrados, alguns por serem resultados básicos conhecidos, outros 
porque a sua demonstração não foi considerada essencial para a análise dos modelos 
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estudados nos capítulos seguintes. Contudo existe um resultado (teorema 2.0.34) cuja 
demonstração foi estudada detalhadamente. Este teorema classifica a estabilidade do 
ponto de equilíbrio de um sistema linear que tem um valor próprio zero quando são 
adicionados termos não lineares. 
Nos modelos matemáticos epidemiológicos existe uma quantidade - o número de 
reprodução básico, 7£0 - que traduz a "velocidade inicial" de expansão da doença 
na população, funcionando como um valor de transição para a dinâmica do modelo. 
Na maior parte dos casos, 7¾ menor do que um corresponde à extinção da doença e TZ0 
superior a um corresponde ao desenvolvimento da infecção na população. Este número 
representa o número médio de novas infecções produzidas por um indivíduo infectado 
numa população que se encontra no ponto de equilíbrio de não doença, assumindo que 
o indivíduo infectado permanece nessa população durante a totalidade do seu período 
de infecção. 
Para a determinação do número de reprodução básico seguimos o método desenvolvido 
por Diekmann, na versão mais simples apresentada por Van den Driessche e Wat-
mough, resumida no Capítulo 3. 
No Capítulo 4 estudamos pormenorizadamente o modelo SIS em vários contextos: 
quando a taxa de mortalidade induzida pela doença (fj,D) é muito baixa (« 0) e 
o tamanho da população (N) é constante, e quando o valor [iD é significativo e o 
tamanho da população é variável. Nesta última situação consideramos ainda dois 
casos de acordo com a taxa de contactos adequados (dependente ou não de N). Para 
simplificação da escrita, adoptamos a seguinte notação: 
• modelo do t ipo I: população de tamanho constante (e taxa de contactos 
adequados independente de N); 
• modelo do t ipo IIA: população de tamanho variável e taxa de contactos 
adequados dependente de N; 
• modelo do t ipo I IB: população de tamanho variável e taxa de contactos 
adequados independente de N. 
Sempre que a taxa de contactos adequados é independente do tamanho da população, 
consideramos que a taxa de mortalidade é uma função de N, positiva, derivável, 
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monótona crescente e satisfazendo a condição 
/(0) < taxa de natalidade < /(oo). 
O estudo efectuado mostra-nos que esta função não interfere na dinâmica de trans-
missão da infecção mas apenas na dinâmica do tamanho da população. 
Observamos que: se \xD = 0 no modelo do tipo IIB, as expressões obtidas para o 
número de reprodução básico e para o número de infectados no ponto de equilíbrio 
endémico (/*) são iguais às obtidas no modelo do tipo I; se //,^ > 0, o número de 
reprodução básico (resp. número de infectados no ponto de equilíbrio endémico) do 
modelo do tipo IIB é inferior (resp. superior) ao do modelo do tipo I. 
Em qualquer um dos modelos abordados obtemos uma dinâmica simples condicionada 
pelo valor do número de reprodução básico correspondente (comummente designada 
por bifurcação degenerada:, se 1Z{) < 1 então o sistema admite apenas um ponto de 
equilíbrio (o de não doença) que é globalmente assimptoticamente estável; se 7?.() > 1 
então esse ponto de equilíbrio torna-se instável e surge um ponto de equilíbrio endémico 
que é globalmente assimptoticamente estável. Nesta última situação, para controlar a 
infecção e evitar uma endemia, pode-se recorrer a um plano de vacinação. A escolha do 
plano a implementar depende das características imunológicas das vacinas existentes 
no mercado, das características epidemiológicas da infecção, e da população em causa. 
O objectivo fulcral deste trabalho é estudar, matematicamente, a eficácia de diferentes 
planos de vacinação aplicados a um modelo de doença do tipo SIS. Para abranger 
uma situação mais geral consideramos a vacinação simultânea de uma proporção 
p de indivíduos susceptíveis (vacinação proporcional - VP) e uma proporção v 
de indivíduos recém-nascidos (vacinação de recém-nascidos - VRN) - o efeito 
isolado de cada um destes programas obtém-se igualando a zero o parâmetro em que 
não estamos interessados. Dependendo do grau de imunidade conferido pela vacina 
(imunidade total, temporária ou parcial e temporária) estudamos detalhadamente três 
subtipos do processo VP+VRN. Em cada um deles (à excepção da imunidade parcial 
e temporária - Capítulo 7) continuamos a fazer um estudo separado de acordo com 
o tamanho da população e o termo de contágio. Tal como previsível, sempre que a 
vacinação está presente (independentemente do programa implementado), o número 
de reprodução básico do modelo e o número de infectados no ponto de equilíbrio 
endémico são inferiores aos do modelo SIS sem vacinação correspondentes. O nosso 
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estudo precisa exactamente essas relações de ordem. Em particular, permite estimar as 
proporções p e v de indivíduos a vacinar, bem como o número/proporção de indivíduos 
infectados no ponto de equilíbrio endémico. 
No Capítulo 5 analisamos modelos SIS sujeitos a um plano de vacinação VP+VR.N 
conferindo imunidade total. Relativamente à dinâmica de transmissão da doença 
obtemos o seguinte:: se 1Z{) > l então qualquer estado da população evolui para 
uma situação de endemia; se TZ0 < 1 então qualquer condição inicial conduz ao 
desaparecimento da doença. Neste último caso o comportamento inicial da função 
que representa o número/proporção de indivíduos infectados depende da relação de 
ordem entre o número de reprodução básico do modelo correspondente sem vacinação 
e 1. 
No Capítulo G estudamos modelos SIS com vacinação proporcional e de recém-nascidos 
conferindo imunidade temporária, isto é, um tipo de imunidade que se vai desvanecendo 
ao longo do tempo. Apesar do tipo de imunidade em causa ser diferente, os resulta-
dos sobre a estabilidade global dos pontos de equilíbrio são análogos aos obtidos no 
Capítulo 5 (embora os números de reprodução básicos calculados no Capítulo G tomem 
valores superiores). 
Nos Capítulos 5 e 6 continuamos a observar o resultado do Capítulo 4 que afirma que 
o número de reprodução básico do modelo do tipo I é maior do que o do modelo do 
tipo IIB (porque neste último modelo a duração média do período de infecciosidade é 
menor). 
No Capítulo 7 estudamos o modelo SIS com um programa de vacinação VP+VRN 
que confere imunidade parcial e temporária, apenas para o modelo IIB. A imunidade 
parcial é um tipo de imunidade que confere um grau de imunidade que se mantém 
constante ao longo do tempo mas que é inferior ao da imunidade total. A dinâmica 
deste modelo é diferente da dos anteriores e isso deve-se ao parâmetro 0 < ov < 1 
associado à imunidade parcial. Os resultados afirmam que: 
• Quando 1Z^P+X RN > 1 então a doença invade a população de uma forma 
endémica; 
• Quando TZ^P+VRN < 1 há. a referir várias situações. Introduzindo um valor TZc 
e as constantes o>r e ay, temos: 
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Quando 0 < aVc < oy < oy < 1 (ou equivalentemente Kc < 7£0 + < 
1) então existem dois pontos de equilíbrio endémicos (t/2* e [/3*) e a dinâmica 
do modelo depende das condições iniciais. Se as condições iniciais per-
tencerem a uma dada região (Di) então a doença tende a desaparecer, se 
pertencerem a outra região (D2) então a doença invade a população; 
Quando 0 < oyc = oy < oy < 1 (ou equivalentemente 1Zc = 72^ P f V R < 
1) então existe um ponto de equilíbrio endémico (t/4 ) e as condições iniciais 
influenciam a dinâmica do modelo. A extinção da doença só acontece se as 
condições iniciais pertencerem a uma dada região (D[); 
VP+VRN 
0 - Quando 0 < aVc < oy = aVj < 1 (ou equivalentemente TZc < 72., 
1) então a infecção invade a população, resultando numa endemia; 
- Quando av < aVc < aVl < 1 (isto é, n^p+VRN < Kc e -R%P+VRN < 1) 
então não existem pontos de equilíbrio endémicos e a doença progride para 
a sua eliminação. 
Se av = 0 estes resultados coincidem com os obtidos no Capítulo 6 para o modelo IIB, 
apesar de estes terem sido abordados de forma diferente. 
De entre todos os modelos analisados nesta dissertação, alguns foram estudados com 
base em artigos científicos e outros foram estudados de forma independente. A in-
dicação da abordagem seguida é apresentada à frente de cada modelo presente na lista 
de conteúdos. 
Capítulo 2 
Fundamentos Teóricos 
Neste capítulo apresentamos resultados standard da Teoria de Sistemas Dinâmicos 
que são necessários à continuação do trabalho. Muitas demonstrações, por serem de 
resultados conhecidos da teoria, serão omitidas. Contudo, tais demonstrações, bem 
como exemplos elucidativos, podem ser encontradas em [9], [14], [16], [3] e [6]. 
Sejam U um aberto de Rn e J um intervalo aberto de R. 
Teorema 2.0.1 (Existência e Unicidade) Seja A G C°'r (J x W , l " ) para algum 
r > 1. Então, para qualquer (ío,x0) G J X hl, existe uma única solução maximal 
x(.;(í0,Xo)) : J (tQ,xQ) -> U 
do problema de valor inicial descrito por 
x'(í) = A( í ,x ( t ) ) 
x(í0) = x0. 
O intervalo J (to,Xo) diz-se o intervalo maximal de existência. 
Definição 2.0.2 Dado A G C ° ' r ( J x W,Rn) para a/^um r > l, um sistema de 
equações diferenciais x'(í) = A(í, x(í)) e P G Mn: 
fíj a órbi ta de P é o conjunto OP = {x(í; (0,P)) : t G J ( 0 , P ) } ; 
14 
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(2) a semi-órbita positiva d e P é o conjunto 0% = {x(í; (0, P)) : t G J(0, P) , t > 0}; 
(8) a semi-órbita negativa d e P e o conjunto Op = {x(í; (0, P)) : í G J ( 0 , P) , í < 0}; 
(¾^  uma órbi ta periódica é uma solução do sistema que é uma curva fechada e 
não é um ponto de equilíbrio. 
Os resultados que se seguem dizem respeito apenas a campos de vectores autónomos, 
isto é, que não dependem explicitamente do tempo. 
Definição 2.0.3 Seja A : U —> Rn um campo de vectores de classe C1. Um ponto 
de equilíbrio de A é um ponto x* € U tal que A(x«) = 0. 
Definição 2.0.4 Seja A :U -^ Rn um campo de vectores e 
x(.;(0,x<,)):.7(0,Xb)-W 
a solução do problema de valor inicial 
x' = A(x) 
x(0) = x0. 
Um ponto de equilíbrio x* de A diz-se 
(a) estável se para qualquer vizinhança V de x* contida em U, existe uma vizi-
nhança W de x* contida em V tal que, para qualquer x0 G W 
(i) j(o,x0)nK+ = m+; 
(2) x(t; (0,xo)) G V, para todo t > 0. 
(b) instável se não for estável; 
(c) ass imptot icamente estável se x* é estável e l im í_+ 0 0x(í; (0, x0)) = x„ para 
qualquer x0 G W. 
Definição 2.0.5 Seja A : U —> Mn um campo de vectores e x» um ponío de equilíbrio 
de A. 
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(1) O s istema linear associado a 
x' = A(x) 
x(0) — x* 
e 
y' = dA(x*) y 
y(0) = 0 
onde dA(x*) : IRn —> Mn é a função (linear) derivada, de A em x*. 
(2) O ponto de equilíbrio x* é hiperbólico se todos os valores próprios de dA(x„) 
têm parte real não nula. 
(3) Se x* e um ponto de equilíbrio hiperbólico diz-se que 
(a) x* e a t rac tor se todos os valores próprios de o!A(xJk) tom parie rea/ nega-
tiva; 
(b) x* érepulsor se todos os valores próprios de dA(x*) têm parte real positiva; 
(c) X* é ponto sela se existem valores próprios de dA(x*) com partes reais de 
sinais opostos; 
(d) x* é um nó se x* e atractor ou repulsor. 
Hartman e Grobman formularam um teorema que permite estudar a estabilidade 
local dos pontos de equilíbrio de um sistema não linear através do seu sistema linear 
associado. 
Teorema 2.0.6 (Har tman-Grobman) Seja A : U —> K™ um campo de vectores de 
classe Cl e x* G U um ponto de equilíbrio hiperbólico. Então existe uma vizinhança 
W de x* com aderência compacta em U, uma vizinhança V de 0 e m l " , um intervalo 
aberto I centrado em 0 e um homeomorfismo h : W —> V com /i(x*) = 0, to/ gue o 
campo de vectores A é, numa vizinhança de x*; topologicamente conjugado à sua parte 
linear, isto é, 
tp(t,x) = /T1 (e tdA(x ' )/i(x)) , para todo x G VV, í G / . 
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Corolário 2.0.7 Seja x* um ponto de equilíbrio de um campo de vectores. 
(a) Se x* é repulsor então x* é instável. 
(b) Se x, é atractor então x* é localmente assimptoticamente estável. 
Os resultados anteriores mostram que a parte imaginária e o sinal da parte real dos 
valores próprios de e?A(x*) desempenham um papel fundamental na determinação 
da estabilidade local de um ponto de equilíbrio x». O critério que apresentamos em 
seguida fornece condições necessárias e suficientes para que os valores próprios obtidos 
através de uma equação cúbica tenham parte real negativa. 
Teorema 2.0.8 (Critério de Routh-Hurwi tz ) Consideremos a equação cúbica 
dada por 
A3 + axX2 + a2\ + a3 = 0 
onde 0,1,0,2 e a3 são parâmetros reais. As condições necessárias e suficientes para que 
as soluções da equação tenham parte real negativa são 
d] > 0, as > 0 e aia2 — a3 > 0. 
A estabilidade global dos pontos de equilíbrio de um sistema não linear é na maior 
parte dos casos difícil de determinar. O critério de Liapunov seguinte vai ser aplicado 
em alguns dos modelos apresentados nesta dissertação para garantir (U = R") esse 
tipo de estabilidade. 
Definição 2.0.9 Sejam A : U —> Wn um campo de vectores, x, um ponto de equilíbrio 
de A e L : U —> M uma função de classe C1 definida num conjunto aberto U C U que 
contém x*. 
Diz-se que L é uma função de Liapunov para x» se 
(a) L(x*) = 0 e L(x) > 0 para x ^ x„/ 
(b) V := | [L(x(t))] < 0 em U - x». 
Se, além disso, L satisfaz a condição 
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(c) V < O em U - x* 
a função L diz-se uma função de Liapunov es t r i ta para x*, 
Teorema 2.0.10 (Estabil idade de Liapunov) Sejam A : U —> Mn um campo de 
vectores e x* um ponto de equilíbrio de A, e considere-se o sistema x' = A(x). 
(a) Se L : U —> E é «ma função de Liapunov para x* então x* e estável. 
(b) Se L é uma função de Liapunov estrita para x* então x* é assimptoticamente 
estável. 
Ainda dentro do problema da determinação da estabilidade global, um teorema funda-
mental para a explicação do comportamento assimptótico das órbitas de um sistema 
de equações diferenciais autónomo e não linear de dimensão 2 é o teorema de Poincaré-
Bendixson, que descreve os conjuntos limite do sistema. 
Definição 2.0.11 Seja O = {x(í; (í0,x0)) : t G J"(ío,xo), t > t0} uma semi-órbita 
positiva de um sistema de equações diferenciais. O conjunto LO - limite de O, repre-
sentado por LO (O), é o conjunto dos pontos y G U para os quais existe uma sucessão 
(tn)n tal que 
lim tn = +oo e lim x(i„; (i0,X0)) = y. 
n—>+oo n—»+oo 
Teorema 2.0.12 (Poincaré-Bendixson) Sejam U um aberto de R2 e A : U —> R2 
um campo de vectores de classe C1. Suponhamos que x' = A(x) possui uma semi-
órbita positiva 0+ limitada. Se LO(0+) não contém pontos de equilíbrio então uma das 
seguintes situações acontece 
• 0+ é uma órbita periódica e LO(0+) = 0+, ou 
• LO(0+) é uma órbita periódica (designada por ciclo limite) que 0+ aproxima 
esptralmente. 
Para a eliminação da possibilidade de existência de órbitas periódicas em sistemas 
planares, faremos uso do teorema de Dulac. 
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Teorema 2.0.13 (Dulac) Sejam 7 uma função derivável num aberto IA de K2 e A 
um campo de vectores em li, digamos 
A(x,y) = (F(x,y),G{x,y)). (2.1) 
Se. 
d d 
— (7(2;, y)F(x, y)) + — (j{x, y)G(x, y)) 
é estritamente positivo ou estritamente negativo numa região D contida em li e sim-
plesmente conexa então não existem órbitas periódicas de (2.1) em D. 
Relembramos agora três teoremas fundamentais de Análise (o teorema da Função 
Implícita, o teorema da Divergência e o teorema de Stokes) que serão necessários 
ainda neste capítulo para a demonstração de resultados que se seguem bem como 
para a análise da estabilidade de pontos de equilíbrio em modelos epidemiológicos de 
capítulos seguintes. 
Teorema 2.0.14 (Função Implícita) Sejam F : í / - > 1 uma função definida num 
aberto U de M.2 e (x0,y0) um ponto de U. 
Suponhamos que F admite derivadas parciais contínuas Fx e Fy numa vizinhança de 
(x0,yo) e 
F(x0,y0) = 0, Fy(x0,y0) ^ 0. 
Então existem a, /3 > 0 tais que, para todo o x pertencente ao intervalo 
I = [x0 - a,x0 + a], 
a equação 
F(x,y) = 0 
tem exactamente uma solução y = f(x) que pertence ao intervalo [y0 — ft, y0 f 0\. 
Esta função f satisfaz a condição inicial y0 = f(xo) e, para todo o x de I, tem-se 
F(x,f(x)) = 0, 
2/0 - P < f(x) < yo + P, 
Fy(x,f(x))^0. 
Além disso, f é contínua e tem derivada contínua em I, dada pela equação 
I ri í \ L X 
y = f (x) = - — . 
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Definição 2.0.15 Seja A um campo de vectores definido num aberto U l i e i 2 , diga-
mos 
A(x,y) = {F{x,y),G(x,y)). 
A divergência de A, div A, é dada por 
d i v A = Fx(x,y) + Gy(x,y). 
Definição 2.0.16 Seja A um campo de vectores definido num aberto U de R3, diga-
mos 
A(x,y,z) = (F(x,y,z),G(x,y,z),H(x,y,z)). 
Denotando por V o operador gradiente ( J ^ J L J j ) , ° rotacional de A, rot A, é 
dado por 
rot A = V x A, 
ou seja, 
fdH dG dF _ dH_ dG _ dF\ 
\ dy dz' dz dx ' dx dy J 
em coordenadas cartesianas. 
Teorema 2.0.17 (Divergência) Seja A um campo de vectores definido num aberto 
U de M2. O integral (duplo) da divergência de A sobre um subconjunto Q de R2 é 
igual ao integral linha ao longo do bordo de Í2 da componente A n de A normal a essa 
curva que "aponta para fora". Isto é, 
div A dxdy = A • nds = / Ands 
1 Jdtt Jdíi 
Teorema 2.0.18 (Stokes) Sejam S uma superfície orientada, dS o bordo de S po-
sitivamente orientado, e A um campo de vectores em S de classe C . Então 
/ / rot A • dS = / A • (is, 
J Js Jos 
isto é, o integral J L rot A • n dS da componente normal do rotacional do campo de 
vectores A sobre a superfície S é igual ao integral fdS At ds da componente tangencial 
do campo de vectores A ao longo do bordo da superfície. 
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Em seguida, e até ao final deste capítulo, vamos apresentar vários resultados e definições 
correspondentes a sistemas diferenciais planares 
X(x,y) (2.2) 
l) = Y(.r.y) 
que têm 0 = (0, 0) como ponto de equilíbrio. Supomos que. em torno de O, as funções 
X e Y admitem derivadas parciais contínuas até uma determinada, ordem de tal fornia 
que esses sistemas se podem escrever na forma 
x' = X(x,y) = Xm{x,y) + $(x,y) (2.3) 
// Y(x,y) ­­= Yn(x,y) I <H(x,y) 
para alguns rn, n £ N. onde Xm e Yn são polinómios homogéneos em (./',(/) de ordens 
m e n, respectivamente, e $ = o(rm) e $ = o(r") são funções de ordem superior. 
Nota: Dados m g N e uniu função I' : II —► R definida numa vizinhança II de (0,0), diz­se que I' = »(/■'") sr 
lini(.T.M)­~.(n.n) {x y)\y = °­
O nosso estudo vai incidir sobre o comportamento das órbitas numa vizinhança úo 
ponto de equilíbrio sempre que m ou n 6 maior do que 1. 
Definição 2.0.19 Sejam O uma órbita de (2.2) e A = (rjl) um ponto que se move 
em O. Diz­se que a órbi ta O t ende para o ponto de equilíbrio O ao longo da 
direcção 6 — 90 se 9 —> 90 à medida que r —> 0. 
Observação 2.0.20 Uma órbita pode tender para O ao longo de uma direcção 9 = 90 
quando t —» +oo ou quando t —> —oo. 
Definição 2.0.21 Dado o sistema (2.3), se existir uma sucessão (Ai)«eN — (rn,9n)n<=N 
tal que 
• hm„_+ 0 0 rn = 0, 
• lirrLn_»+0o 9„ — 9o, 
• limn_>+00 an — 0. onde nn é a tangente do ângulo formado pelo vector posição de. 
A„ e pela direcção do campo de vectores avaliado em A„ no sentido retrógado, 
CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 22 
então 9 = 90 diz-se uma direcção característ ica de (2.3). 
Observação 2.0.22 
• Se existir uma órbita que tende para o ponto de equilíbrio O ao longo de uma 
direcção (fixa) 9 = 90, então 9 = 90 é uma direcção característica. 
• Podem não existir órbitas que tendam para o ponto de equilíbrio O ao longo de 
uma direcção característica. 
Definição 2.0.23 Uma equação G{9) = 0 diz-se uma equação caracterís t ica de 
um sistema de equações diferenciais se G(90) = 0 é uma condição necessária para que 
0 = 0o seja uma direcção característica do sistema. 
Considerando coordenadas polares, pode-se mostrar que a função (7(0) da equação 
característica do sistema (2.2) é dada por 
(7(0) = { 
cos(0)K„(cos(0),sin(0)) m>n 
- sin(0)Xm(cos(0),sin(0)) m < n 
cos(8)Yn(cos(8),sm(8)) - sin(8)Xm(cos(8),sm(8)) m = n 
Para resultados posteriores, precisaremos ainda de uma função auxiliar H(8) definida 
por 
' sin(0)yn(cos(0),sin(0)) m>n 
11(8) [ cos(0)Xm(cos(0),sin(0)) m<n 
sin(0)Y„(cos(0), sin(0)) + cos(0)Xro(cos(0), sin(0)) m = n 
A relação entre as funções G e H e o sistema (2.3) reside no facto de. em coordenadas 
polares (r, 0), o sistema (2.3) se escrever na forma 
d8 G(8) I »(1) , 
r— = ——r: -— quando r —> +oo. 
dr //(0) + o(l) 
Notação: Representamos por: 
• S\(0) o interior do círculo centrado em O e com raio igual a A, 
Sx(0) {(:i:,!l)eK2 : ||(.T, y)\\ < X} ; 
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• A OAB o sector limitado pelos segmentos de recta O A, OB e pelo arco circular 
AB (supondo que os pontos A e B se situam sobre uma mesma circunferência 
centrada em 0)\ 
• AOAB o sector curvilíneo limitado pelos arcos de órbi ta OA, OB e pelo arco 
circular AB. 
Teorema 2.0.24 Se C(9) ^ 0 ' num sector circular limitado por segmentou de recta 
de direcções 0 = 0() e 0 = 0\, 
AOAB: 0O < 0 < 0 i , 0 < r < r, 
para alguns 0O, 0, e f. então não existe nenhuma órbita do sistema que tende para 
O nesse sector. Para além disso, todas as órbitas do sistema com início sobre o 
segmento de recta 9 = 90 (resp. 9 = 0\) dirigem-se para, o segmento de recta 9 = 9] 
(rcsp. 9 — 90), desde que r(0o) seja suficientemente pequeno. 
Teorema 2.0.25 Seja 9 = 0¾ uma raiz múltipla da equação G{9) = 0 com multi-
plicidade l ímpar. Suponhamos que. para r suficientemente próximo de 0 e 0\, 92 
suficientemente próximos de Ok, 
(a) G^(0k)H(0k)<0, 
(b) £ | $ ( r , 0 2 ) - 3>(rA) l< C( r ) | 02 -0 i | , 
(c) ^(r,02)-<í>(r)01)\<C(r)\02-01\, 
onde. para, l = 1 
e para l > 1 
r-»0 rm r^O rn r^O V ' 
hm v / = 0, lim v / = 0. 
Então o sistema (2.3) tem uma única órbita que. tende para o ponto de equilíbrio O ao 
longo de 0 = Ok-
1Não existem direcções características 
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Teorema 2.0.26 Se O é um ponto de equilíbrio isolado do sistema 
x' = X(x,y) (2.4) 
li = Y(x,y), 
onde X(x,y) e Y(x,y) são funções analíticas numa vizinhança de O, então qualquer 
órbita de (2.4) que tende para O, terá de o fazer espiralmente ou ao longo de uma 
direcção fixa. 
Definição 2.0.27 Diz-se que um ponto de equilíbrio isolado é do t ipo centro se todas 
as suas vizinhanças contêm uma órbita fechada que possui o ponto de equilíbrio no seu 
interior. 
Teorema 2.0.28 Se O é um ponto de equilíbrio isolado que não c do tipo centro então 
existe uma vizinhança S\{0) de O tal que, para todo o ponto Q de S\(0), qualquer 
uma das semi-órbitas OQ ou OQ tende para O ou abandona S\(0). 
Definição 2.0.29 Dados um sistema de equações diferenciais que tem O como ponto 
de equilíbrio isolado que não é do tipo centro, A > 0 e um ponto Q de S\(0) — {O}, 
diz-se que: 
(1) a órbita OQ C uma órbi ta parabólica se uma das semi-órbitas, OQ OU OQ, 
tende para o ponto de equilíbrio O e a outra abandona S\(0) em tempo finito; 
(2) a órbita OQ é uma órbi ta hiperbólica se ambas as semi-órbitas, OQ e OQ, 
abandonam S\(0) em tempo finito; 
(3) a órbita OQ é uma órbi ta elíptica se ambas as semi-órbitas. OQ e OQ, tendem 
para o ponto de equilíbrio O. 
(Esta classificação não depende do raio A da vizinhança S\(0)). 
(1) (2)_ (3) 
Figura 1: (1) Orbita parabólica; (2) Orbita hiperbólica: (3) Orbita elíptica. 
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Definição 2.0.30 Sejam 
• O um ponto de equilíbrio isolado que não é do tipo centro; 
• S'A (O) a vizinhança de O fornecida pelo teorema 2.0.28; 
• F = { p e SjÕ) - Sx(0) | 0+ C SjÕ) ou 0~P C SA(O)}; 
• Pi, P2 € F tós gue P3> 2 C (5A(O) - SA(O)) - F/ 
• P3,P4eF e P3P4 C F ; 
• AOP1P2 o sector curvilíneo limitado pelos arcos de órbita OPi, OP2 e pe/o arco 
circular P1P2; 
• AOP3P4 o sector curvilíneo limitado pelos arcos de órbita OP3, OP4 e pelo arco 
circular P3P4. 
AOP, P, AOPiP, 
Figura 2: Sectores curvilíneos. 
Diz-se que 
(1) AOF1F2 e um sector hiperbólico se todas as órbitas do sector o abandonam 
em ambas as direcções (quando t —> +00 e quando t —> — 00 j em tempo finito; 
(2) AÕP1P2 e um sector elíptico se Pi e Pi pertencem à mesma órbita e Op, está 
contida em S\(0); 
(3) AOP1P2 e' um sector hiperbólico-elíptico se existem algumas órbitas elípticas 
que estão inteiramente contidas no sector e as restantes abandonam o sector em 
tempo finito; 
(4) AÓP3P4 é um sector parabólico se as suas órbitas tendem para O quando 
t —> +00 (resp. quando t —► — 00,) e deixam, o sector quando t —> — 00 (Vesp. 
quando t —> +00 j em tempo finito; 
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(5) AOF3F4 é um sector parabólico-elíptico se é um sector parabólico com órbitas 
elípticas inteiramente contidas no sector. 
(1) (2) (3) 
(4) (5) 
Figura 3: (1) Sector hiperbólico; (2) Sector elíptico; (3) Sector hiperbólico-elíptico; (4) Sector parabólico; (5) Sector 
parabólico-elíptico. 
Definição 2.0.31 Uma separatr iz de um sistema de equações diferenciais é uma 
solução do sistema que sai de, ou se dirige para, um ponto sela (caso este exista). 
A designação atribuída resulta do facto de tais soluções separarem regiões de compor-
tamento genérico umas das outras. 
Definição 2.0.32 Seja O = (0,0) um ponto de equilíbrio isolado de um sistema de 
equações diferenciais. Diz-se que O é um ponto sela-nó se existe A G E positivo e duas 
separatrizes tal que a região S\{0) é dividida em duas partes com as seguintes carac-
terísticas: uma é um sector parabólico e a outra consiste de dois sectores hiperbólicos. 
Figura 4: Três exemplos de pontos sela-nó. 
No caso de um ponto sela-nó, tomamos como separatrizes as órbitas do sistema que 
saem de, ou se dirigem para, o ponto e que fazem parte do bordo dos sectores parabólico 
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e/ou hiperbólicos existentes na vizinhança do ponto. 
Consideremos o sistema de equações diferenciais lineares (2.2) e suponhamos agora 
que a matriz jacobiana correspondente avaliada no ponto de equilíbrio O tem um 
valor próprio nulo e outro não nulo. Vamos estudar a distribuição das órbitas perto 
desse ponto de equilíbrio quando são adicionados termos não lineares ao sistema. 
Sem perda de generalidade (caso contrário efectuando uma mudança de coordenadas) 
escrevemos o sistema na forma: 
x' = P2(x,y) (2.5) 
y' = y + Q2{x,y). 
Assumimos agora que: 
• O = (0,0) é um ponto de equilíbrio isolado de (2.5); 
• P2 e Q2 são funções analíticas de ordem > 2 numa vizinhança de O. 
Tem­se 
d d 
Q­(y + Q2(x,y))\im = Q­{y + qnx2 + q22y2+ qi2xy + ­)\m)) 
= 1 ­f {2qnx + 2q22y + xqi2\0t0) 
= 1 
? 0. 
Pelo Teorema da Função Implícita (teorema 2.0.14) existe um A positivo tal que para 
todos os pontos (x,y) em S\(0) a equação y + Q2{x,y) = 0 tem exactamente uma 
solução y = 4>(x), isto é, existem A > 0 e 0 : {x : \x\ < A} —► R tais que 
(f){x) + Q2{x,(j){x)) = 0, 
para qualquer x tal que |x| < A. 
A função (f) é analítica em {x : (x, 0) G S\(0)} e satisfaz 0(0) = ¢//(0) = 0. 
Considere­se agora a função ^ definida por 
*(x) = P2(x,(f)(x)) = amxm + [x}m+l, 
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onde am ^ 0 para algum m > 2 e onde [x]m+i representa a soma dos termos de ordem 
não inferior a m + 1. 
Tem-se 
a/ = *(ar) + P2(x,y) - P2(x,<j>(x)) 
V(x) + 
^ cV | 7! - P 2 ( r r , # r ) ) 
*(z) + (y - ^(x)) y^ g
(j)P2 (y - my-1 
u 
Portanto, 
a / = $(x) + ( y - ^ ( a ; ) ^ » , y), 
onde P é uma função analítica em S\(0) e P(0, 0) = 0. 
Além disso, tem-se 
y' = y-<t>(x)+ Q2(x,y)-Q2{x,0{x)) 
= (y - 4>{x)) + (y - <f>(x)) 
= (y-<j>(x))[l + Q(x,y)}, 
h dyJ i«-) j! 
onde Q é uma função analítica em S\(0) e Q(0,Ú) = 0. Assim, o sistema (2.5) pode 
ser reescrito como 
x' = y(x) + (y - </>(x))P(x, y) 
y' = (y-0(x))[l + Q(x,y)}. 
(2.6) 
Observação 2.0.33 Uma vez que O é um ponto de equilíbrio isolado de (2.5) segue-se 
que ty(x) já 0, isto é, am ^ 0 para algum m, > 2. 
Demonstração: Suponhamos por redução ao absurdo que $ = 0. Então 
x' = (y- (f)(x))P{x,y) 
y' = (y-<j>(x))[l + Q(x,y)} 
e todos os pontos da curva y = <j>(x) seriam pontos de equilíbrio de (2.5), contradizendo o 
facto de O ser um ponto de equilíbrio isolado do modelo (2.5). 
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O seguinte teorema mostra que a estrutura topológica das órbitas de (2.5) perto do 
ponto de equilíbrio O depende da paridade de m e do sinal de am. 
Teorema 2.0.34 Considere-se um sistema diferencial do tipo 
x = P2(x,y) 
y' = y + Q2(x,y), 
em que P2 e Q2 são funções analíticas numa vizinhança de O de ordem não inferior 
a 2 e O é um ponto de equilíbrio isolado. Então: 
(a) existem A > 0 suficientemente pequeno e uma função analítica <f> definida em 
S\(0) tal que 
4>(x) + Q2(x,$(x)) = 0, para qualquer x e S\{0). 
(b) escrevendo 
P2(x,(j){x)) = amxm + [x]m+i, 
onde am ^ 0 para algum m > 2, temos as seguintes afirmações: 
(b.l) se m é ímpar e am > 0 então O é um nó instável; 
(b.2) se m é ímpar e am < 0 então O é um ponto sela e as quatro separatrizes 
tendem para O ao longo das direcções 9 = 0, 9 = | , 9 = ir (• 9 ----- y / 
(b.3) se m é par então O é um ponto sela-nó. Mais precisamente, a região S\(0) 
é dividida em duas partes por duas separatrizes que tendem para O ao longo 
dos semi - eixos positivo e negativo de y. Uma das partes é um sector 
parabólico e a outra parte consiste de dois sectores hiperbólicos. Se am > 0 
(resp. am < 0) então o sector parabólico situa-se do lado direito (resp. 
esquerdo). 
Demonstração: A alínea (a) já foi demonstrada. 
Para provar a alínea (6), fixemos A > 0 dado por (a). Pela definição das funções G e 
H, e escrevendo o sistema (2.5) na forma 
x a m x "T [x^777-(-1 
y' = y + Q2(x,y) 
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para algum m > 2, resulta que a equação característica de (2.5) (ou equivalentemente 
(2.6)) é ( m > n = 1) 
G(0) = cos(0)sin(0) = 0 
e 
H(9) = sin2(0). 
Pelo teorema 2.0.24, os candidatos a direcções características de (2.6) são 9 = 0, 9 = | , 
61 = 7T e 0 = & Dado que 
*(5)ff (§)-*(?) «'(!) — <»• 
o teorema 2.0.25 garante a existência de uma única órbita que tende para O ao longo 
de cada uma das direcções 6 = | e 9 = ^-. Designemos essas órbitas por 0\ e 02> 
respectivamente. 
Existe ainda uma informação adicional, fornecida pelo teorema 2.0.26, que refere que 
qualquer órbita que tende para O terá de o fazer a espiralar ou ao longo de uma 
direcção fixa. 
(b.l) Vamos mostrar que não existe nenhuma órbita que tende para O quando t —> 
+oo. 
Caso 1: Suponhamos que <f>(x) = 0 para qualquer (z,0) € S\(0). 
(i) Sobre o eixo y = 0 tem-se 
y' = 0 (2.7) 
x> = y(x) = P2(x,0) = amxm + [x]m+1 
pelo que, em particular, esse eixo em S\(0) consiste de soluções do sistema. 
Afirmação: A função g(x) = amxm + [x\m+l tem o mesmo sinal que x, 
para qualquer x tal que \x\ < A. 
D e m o n s t r a ç ã o : Escrevemos g(x) = xrn(am + [x]i). Por hipótese am > 0 logo é possível escolher 
Ai > 0 tal que |[a;]i| < am para — Ai < x < Ai (se Ai > A, actualize-se A para A = Ai) e teremos então 
g{x) < 2amxm. 
O resultado segue do facto de m ser ímpar e am ser positivo. 
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Sendo o sentido das órbitas que se situam sobre o eixo dos xx determinado 
pelo sinal de x, concluimos que qualquer órbita com início sobre esse eixo 
se afasta de O quando t —> +00. 
(ii) (x,y)eSx(O)ey^0. 
Dado que 0 = 0 em S\(0) tem-se 
yy y
2[l + Q(x,y)}. 
Como (3(0,0) = 0, por um argumento de continuidade podemos escolher 
0 < Ai < A tal que para todo (x,y) de SXl(0) se tem |Q(x,y)| < 1 e 
portanto 1 + Q(x, y) > 0. Fazendo agora A = Ai resulta que 
yy' > o, 
para todo o par (x,y) de S\(0) com y ^ 0. Ou seja, se y < 0 então a 
função y(t) é monótona decrescente, e se y > 0 a função y(l) é monótona 
crescente. 
Este resultado implica também que nenhuma órbita possa tender para O 
quando t —> +00. 
Caso 2: Suponhamos que existe (x,0) G S\(0) tal que 0(:r) 7^  0. 
Como 4> é uma função analítica e 0(0) = 0, se necessário reduzindo A, podemos 
assumir que x = 0 é um zero isolado de 0 em S\(O)\y=0. 
Comecemos por supor que a curva y = <t>{x) está localizada no semiplano y > 0. 
(i) Nos pontos (x,<j)(x)) tem-se ?/ = 0 e x' = P2{x,4>{x)) = amxm -\ [.; m + l ' 
e portanto x' tem o mesmo sinal que x (isto é, o campo de vectores afasta 
as órbitas dos pontos (x, <f>(x)) de O). 
v = <Kz) 
Figura 5: Campo de vectores sobre a curva y = 4>(x). 
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(ii) Sobre os pontos (x,y) e S\(0) com y — 4>(x) ^ 0 tem-se 
(y-<t>(x))y' = (y-0(x))2[l+Q(x,y)} > 0. 
Assim, se y < (f>(x) então a função y(t) é monótona decrescente e se y > 4>{x) 
a função y(t) é monótona crescente. 
y = <!>{*) 
Figura 6: Segunda coordenada do campo de vectores nas regiões acima e abaixo da curva y = <f>(x). 
Isto implica desde já que: Cf e 02 tendem para O quando t —> —oo; se existir 
uma órbita que tende para O quando t —> +oo, digamos O^, essa órbita não 
pode estar situada na região do plano acima da curva y = 4>(x) nem no semiplano 
y < 0. Denotando por Ai, Ai os pontos de intersecção de S\(0) com o eixo dos 
xx, e por Qi e Q2 os pontos de intersecção de y = (f>(x) com o bordo de S\(0), 
a órbita O^ só pode estar situada num dos sectores curvilíneos A O A Q i ou 
AÕA^Q2. 
Suponhamos que O^ C AOAiQi e seja (¾ o ponto de intersecção de O^ com o 
bordo de Sx(0). 
Figura 7: A semi-órbita O3 . 
Escolha-se um ponto Q ^ O sobre a curva OQi. Pelas direcções do campo de 
vectores sobre a curva y = 4>{x) e das regiões acima e abaixo dessa curva, a 
órbita OQ tem de tender para O, quando t —+ —oo, no interior de S\(0). Por 
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outro lado, OQ tem de estar em AOA1Q1 e a existência de 0[\ que tende para 
O implica a convergência (quando t ­* +00) de OQ para O em AOQ3Q1. Em 
particular, OQ C S\(0). 
Seja Q a região limitada pela curva simples fechada OQ U 0. 
Figura 8: Região íí limitada pela curva simples fechada OQ U O. 
A divergência do campo de vectores (x, y) 1—► (P2{x, y), V + Q2{x­, y)) é 
divA = 1 + — h ^ ­
ox ay 
e, para cada (x, y), um vector normal a A(x, y) é 
(­y­Q2(x,y),P2{x,y)). 
Pelo Teorema da Divergência tem­se 
0 = / P2(x,y)dy­(y+Q2(x,y)) dx 
JOQUO 
o que é uma contradição. 
, ^ dP2 ^ dQ2 , 
ox ay 
De facto, se 7 : [a, b] —► R2 é uma parametrização da curva fechada OQ U O definida por 7(f) = (x(t), y(t)), 
então obtemos 
/ P2(x,y)dy­(y + Q2(x,y))dx 
JOQUO 
J F 2 ( x ( t ) , y ( í ) ) ^ ­(y(t) + Q2(x(t),y(t)))jt 
/■i> /dx dvs 
J (­y(t) ­ Q2(x(t),y(t)),P2(x(t),y(t))) (­^, ft\ 
0 dt 
Concluímos então que 0% não existe no sector curvilíneo AOA\Q\. De forma 
análoga pode­se mostrar que uma tal órbita também não existe em AOA2Q2. 
No caso em que a curva y = 4>{x), ou parte dela, está localizada no semiplano 
CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 34 
y < O, a prova de que não existe nenhuma órbita que tende para O quando 
t —► +00 é semelhante. 
Dado que em S\(0) existem órbitas, Cf e O2 , que tendem para O à medida 
que í —> —00 e não podem existir órbitas que tendem para O quando t —> +00, a 
região S\(0) não pode conter sectores elípticos nem hiperbólicos. Terá portanto 
de conter um sector parabólico cujas órbitas tendem para O à medida que 
t —> —00. Além disso, a dedução anterior mostra que todas as órbitas excepto 
0\ e O2 terão de tender para O (à medida que t —> —00) ao longo das direcções 
0 = 0 e 0 = 7r. O ponto O é portanto um nó instável. 
(b.2) Caso 1: Suponhamos que 4>{x) = 0 para qualquer (x,0) G S\(0). 
(i) Sobre a recta y = 0 tem­se o sistema (2.7) com m ímpar e am < 0, portanto 
o eixo dos ££ (em S\(0)) consiste de soluções do sistema e qualquer órbita 
com condição inicial (x, 0) G S\(0) terá de tender para O quando t —> +00 
(ao longo de 0 = 0 ou 0 = ir). 
(ii) ( x , y ) G 5 A ( O ) e y ^ 0 . 
O argumento usado na prova de (b.l), Caso 1 (ii) mostra que y(t) é uma 
função monótona decrescente se y < 0 e monótona crescente se y > 0. Isto 
implica que a órbita de qualquer (x, y) G S\(0) com y ^ 0 não pode tender 
para O quando t —> +00. 
Caso 2: Suponhamos que existe (x, 0) G S\(0) tal que 0(x) 7^  0. 
Pelo facto de (/) ser uma função analítica, podemos assumir mais uma vez que 
x = 0 é um zero isolado de (j> em 5^(0)] 0. 
Comecemos por supor que a curva y = 4>(x) está localizada no semiplano y > 0 
quando x > 0. 
(i) Sobre os pontos (x,<p(x)) tem­se (2.7) com m ímpar e am < 0 portanto o 
campo de vectores nesses pontos é horizontal e aponta para a esquerda. 
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v = 0M 
Figura 9: Campo de vectores sobre os pontos (x, <j>(x)). 
(ii) Sobre os pontos (x, y) E S\{0) com y - <j)(x) ^ 0, podemos repetir o 
argumento usado na prova de (b.l), Caso 2 (ii) para concluir que y(t) é 
uma função monótona decrescente se y < (f>(x) e monótona crescente se 
y > <f>(x). 
Figura 10: Segunda coordenada do campo de vectores nas regiões acima e abaixo da curva y = tp(x). 
Seja Qi o ponto de intersecção da curva y = 4>(x) com o bordo de S\(0) no 
primeiro quadrante. Escolhemos um ponto B ^ O sobre a curva OQj. 
y = </>(*) 
Figura 11: Ponto B, diferente da origem, situado sobre a curva OQi. 
As direcções do campo de vectores de (2.7) no primeiro quadrante obrigam a que 
Og intersecte o bordo de S\(0). Seja QB O primeiro ponto dessa intersecção e 
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Q o ponto definido por 
Q := lim QB E Sx(0). B^O 
Pelo teorema 2.0.28 podemos afirmar que OQ, não abandonando S\(0), tende 
para O ao longo da direcção 9 = 0 à medida que t —> +oo. 
Q i / y = 0W 
Figura 12: A semi­órbita OS tende para O ao longo da direcção 9 = 0 à medida que í 
Vamos em seguida mostrar que OQ é a única semi­órbita que tende para O ao 
longo de 9 = 0 à medida que t —► +00. 
Por redução ao absurdo, suponhamos que existe uma outra semi­órbita, O'J, com 
a mesma propriedade. Uma vez que no semiplano y < 0 se tem y' < 0, as órbitas 
OQ e (¾ só poderão estar no sector curvilíneo AOA1Q1 (onde Ai = (A, 0)). 
Escolhemos pontos G e H pertencentes aos arcos de órbitas OR e OQ, respecti­
vamente, de tal forma que o segmento de recta GH é paralelo ao eixo dos xx e 
/\OGE C A O Ï Q i . 
V = <t>{x) 
Figura 13: A semi­órbita 0 ^ e os pontos G e H pertencentes aos arcos de órbitas OR e OQ, respectivamente. 
Ao longo deste segmento o campo de vectores correspondente ao sistema (2.6) 
aponta para o interior do sector AOGH, Seja L a fronteira do referido sector. 
Seja A n a projecção do campo de vectores A = ( / ¾ ^ y), V + Qï{x­, y)) segundo 
o vector normal a L que aponta para fora. Uma vez que OQ e OR são arcos de 
órbita, obtém­se que 
' An < 0. 
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Por outro lado, o Teorema da Divergência (teorema 2.0.17) afirma que 
0 = / Ands = / / divAdxdy > 0, 
JL J JAOGH 
o que é uma contradição. Portanto OQ é a única órbita que tende para O ao 
longo da direcção 9 = 0 à medida que t —> +oo. 
De forma análoga mostra-se que existe uma única órbita que tende para O ao 
longo da direcção 9 = n à medida que t —> +oo. 
No caso em que a curva y = <j)(x), ou parte dela, está localizada no semiplano 
y < 0, a prova de que existe uma única órbita que tende para O ao longo das 
direcções 9 = 0e9 = Trh medida que t —> +oo é semelhante. 
Dado que em S'A (O) existem órbitas, 0\ e O^-, que tendem para O à medida 
que t —> —oo e existe uma única órbita que tende para O ao longo das direcções 
# = 0e6> = 7rà medida que t —> +oo, a região SA (O) não pode conter sectores 
elípticos. Isto implica que SA(O) consiste de quatro sectores hiperbólicos. O 
ponto O é portanto um ponto sela. 
(b.3) Se m é par e am < 0 a estrutura topológica das órbitas no lado direito de 0((), 0)U 
0\ U O2 comporta-se como na situação (b.2) e no lado esquerdo comi)orta-se 
como em (b.l). 
a, 
vf L f 0 s  
1 
O'i 
Figura 14: Estrutura topológica das órbitas numa vizinhança da origem 
Se m é par e am > 0 as configurações trocam-se. 
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o, ]í/ m * \ i 
Figura 15: Estrutura topológica das órbitas numa vizinhança da origem. 
Em qualquer das situações o ponto de equilíbrio O é um ponto sela-nó. 
Capítulo 3 
O número de reprodução básico 
Um dos aspectos mais importantes a ter em consideração nas doenças infecciosas é 
o contágio e a consequente possibilidade da infecção vir a invadir toda a população. 
Os modelos matemáticos têm sido instrumentos importantes, e cada vez mais usados 
na análise de tal fenómeno pois permitem fazer previsões gerais sobre a evolução 
da doença. Não são, de facto, um espelho da realidade mas evidenciam dinâmicas 
importantes e explicam fenómenos observados. 
O número de reprodução básico é um parâmetro que tem sido sistematicamente 
usado para estimar a possibilidade de eliminação ou erradicação de uma infecção na 
população, e a eficácia de planos de vacinação. 
3.1 Pressupostos e Notação 
Matematicamente, os modelos epidemiológicos considerados nesta dissertação são des-
critos através de sistemas não lineares de equações diferenciais ordinárias de primeira 
ordem. Para a formulação desses modelos epidemiológicos supomos que: 
• a população é heterogénea e os parâmetros vitais e epidemiológicos de urn 
indivíduo podem depender do seu estado relativamente à doença; 
• a população é dividida em compar t imentos de forma a que todos os indivíduos 
de um dado compartimento tenham propriedades epidemiológicas intrínsecas 
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semelhantes e, nesse sentido, sejam indistinguíveis uns dos outros. Isto significa 
que os parâmetros do modelo podem variar de compartimento para comparti-
mento mas são iguais para todos os indivíduos dentro do mesmo compartimento; 
• os parâmetros do modelo são constantes ou dependem do tamanho da população, 
e tomam sempre valores positivos; 
• os indivíduos da população misturam-se entre si de forma homogénea e a trans-
missão da doença é feita de acordo com a lei de acção de massas da cinética das 
reacções químicas; 
• os tempos de permanência (temporária) em cada um dos compartimentos 
seguem distribuições exponenciais negativas. Por exemplo, se r representa 
a taxa de recuperação por indivíduo infectado, a quantidade P(t) = e~TÍ repre-
senta a fracção de indivíduos que ainda está na classe dos infectados t unidades 
de tempo depois de para lá ter entrado e - representa o tempo médio de espera 
(isto é, a duração média do período de infecção); 
• os períodos de latência têm durações tão curtas que são desprezáveis. 
Para uma determinada população, seja N(t) o número de indivíduos da população no 
instante t. Os compar t imentos a considerar serão os seguintes: 
- S(t): número de indivíduos susceptíveis na população no instante t. Um in-
divíduo diz-se susceptível se puder ficar infectado por entrar em contacto com 
um indivíduo infectado; 
- I(t): número de indivíduos infectados no instante t. Para os modelos SIS 
a estudar nesta dissertação, um indivíduo dir-se-á infectado se for capaz de 
transmitir a doença; 
- R(t): número de indivíduos recuperados no instante t. Para os modelos SIS 
a estudar nesta dissertação, um indivíduo dir-se-á recuperado se tiver sido 
vacinado; 
que, em termos de proporções de indivíduos, denotamos por: 
- s(t): proporção de indivíduos susceptíveis na população no instante t; 
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- i(t): proporção de indivíduos infectados na população no instante t; 
- r(t): proporção de indivíduos recuperados na população no instante t. 
Os parâmet ros vitais e epidemiológicos presentes nos modelos epidemiológicos 
desta dissertação são os seguintes: 
- T: taxa de recuperação por indivíduo infectado. A fracção \ representa a duração 
média do período de infecção; 
- 9: taxa de natalidade per capita; 
- A: taxa de recrutamento, reflectindo o número médio de entradas (por nascimen-
tos ou imigrações) de novos membros para a população por unidade de tempo; 
- ju: taxa de mortalidade per capita. A fracção - representa a esperança média 
de vida; 
- fiD: taxa de mortalidade induzida pela doença por indivíduo infectado. 
Em cada um dos modelos analisados consideramos duas situações conforme o tamanho 
da população (constante ou variável). Sempre que a população é de tamanho constante 
assumimos que as taxas de natalidade e mortalidade são iguais (representadas por 
/u) e que não existe morte pela doença. Sempre que a população é de tamanho 
variável, abandonamos a hipótese de igualdade das taxas de natalidade e mortalidade 
e introduzimos uma taxa de mortalidade \iD induzida pela doença. Em particular, 
isto abrange (fazendo //£> = 0) o caso em que as oscilações no tamanho da população 
não são devidas à doença mas apenas a efeitos demográficos. 
Existe ainda um outro parâmetro, (3, designado por coeficiente de transmissão, que 
está presente em todos os modelos. Antes de enunciarmos o seu significado, vamos 
introduzir a definição de contacto adequado. 
Um contacto entre dois indivíduos da população diz-se adequado se ocorrer entre 
um indivíduo infectado e um outro qualquer indivíduo da população e é suficiente 
(em termos de duração, proximidade entre os indivíduos,...) para a transmissão 
da doença. No entanto, nem todos os contactos adequados resultam em infecção. 
Para poderem resultar em infecção, o indivíduo infectado tem necessariamente de 
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estabelecer contacto com um indivíduo susceptível (ou com um indivíduo infectado 
em que o agente infeccioso seja diferente). 
Para o parâmetro (3 há várias situações a distinguir: 
• sempre que o termo de contágio é (3%I então cada indivíduo infectado estabelece, 
em média, /3 contactos adequados por unidade de tempo. Como a fracção de 
indivíduos susceptíveis na população é j | , a taxa de novas infecções no instante 
t é (3jjl. Neste caso, a força de infecção é [3jj, a taxa de incidência é (3-—I e (3 é 
designado por taxa de contactos adequados; 
• sempre que o termo de contágio é (3SI então cada indivíduo infectado estabelece, 
em média, (3N contactos adequados por unidade de tempo. Como a fracção de 
indivíduos susceptíveis na população é -^, a taxa de novas infecções no instante 
t é f3NjjI = /357. A taxa de contactos adequados é agora (3N. Esta situação 
é mais indicada para comunidades fechadas e aglomeradas como as escolas ou 
as grandes cidades em que aumentando o tamanho da população, aumenta o 
número de contactos; 
• sempre que o tamanho da população, N, é constante, usamos proporções de 
indivíduos e (3si como termo de contágio. Este termo provém de (3-^1 e de 
considerar proporções de indivíduos. 
De entre os modelos com população de tamanho variável, fazemos ainda uma distinção 
de acordo com a taxa de contactos adequados considerada (dependente ou indepen-
dente de N). No caso em que a taxa de contactos adequados é dependente de N, 
consideramos uma taxa de recrutamento A e uma taxa de mortalidade /J,. No caso 
em que a taxa de contactos adequados é independente de iV, a taxa de natalidade é 
representada por 9 e a taxa de mortalidade é dada por uma função f(N), de classe 
C1 em RQ , satisfazendo 
f(N)>0, f'(N)>0 e /(0) < d < f(oo). 
Esta última condição parece-nos razoável uma vez que: quando o número de indivíduos 
de uma população é muito baixo é necessária uma taxa de natalidade superior à taxa 
de mortalidade para permitir o desenvolvimento dos indivíduos da população; quando 
o número de indivíduos é exageradamente elevado, supondo que existem limitações 
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por parte do meio ambiente, é necessária uma taxa de mortalidade superior à taxa de 
natalidade para permitir que a população baixe para um número de indivíduos que 
esse meio ambiente consiga suportar. 
Figura 16: Uma possível representação gráfica da função f(N). 
3.2 O número de reprodução básico 
A definição mais simples diz-nos que o número de reprodução básico, representado 
por Ko, é o número esperado de casos secundários produzidos por um indivíduo 
infectado durante o seu período de infecção quando introduzido numa população 
constituída apenas por indivíduos susceptíveis. 
Para a maior parte dos modelos epidemiológicos, o caso 7¾ = 1 é um valor de 
transição. Assim, 1Z0 < 1 significa que, em média, um indivíduo infectado produz 
menos de uma nova infecção durante o seu período de infecção, e a infecção não invade a 
população; se TZQ > 1 então cada indivíduo infectado produz, em média, mais de uma 
nova infecção, pelo que a doença pode invadir a população. Este princípio geral tem 
sido usado várias vezes para estimar a eficácia de planos de vacinação e a possibilidade 
de eliminação ou erradicação de uma infecção [1]. Contudo, existem modelos em que 
a situação TZQ < 1 permite a existência de pontos de equilíbrio endémicos (ver secção 
7.1) e portanto um cenário de doença. Esta observação conduziu à necessidade de 
uma definição matemática rigorosa para o número de reprodução básico. Diekmanu 
et ai. [4] definem 1ZQ, com toda a generalidade, como o raio espectral do "operador 
da próxima geração". P. van den Driessche e Watmough [5] aplicam essa definição a 
modelos epidemiológicos mais simples, mas ainda assim bastante abrangentes. No que 
se segue, descrevemos esta última abordagem. 
Consideremos uma população heterogénea em que os indivíduos se distinguem uns dos 
outros pela sua idade, orientação sexual, posição espacial e/ou estado relativamente à 
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doença, mas que podem ser agrupados em n compartimentos homogéneos. Seja 
X = (X\,X2, ..-, Xn) 
onde x, > 0 e representa o número de indivíduos no compartimento i. Para uma 
melhor organização das ideias, consideramos que os primeiros m compartimentos 
correspondem aos indivíduos infectados 
Existem então m compartimentos diferentes de indivíduos infectados e n — m compar-
timentos diferentes de indivíduos não infectados.1 
Seja X s o espaço da não doença, isto é, 
X s = {x > 0\xt — 0,i — 1,..., m) 
= {(0,..., 0, xm+i,..., xn)\xm+i, ...,xn > 0) . 
Para o cálculo de TZo, é importante distinguir as novas infecções de todas as outras 
alterações que ocorrem na população. Sejam então, para i = 1, ...,n, 
• ^ ( x ) a taxa de aparecimento de novas infecções no compartimento i; 
• Vj+(x) a taxa de transferência de indivíduos para o interior do compartimento i 
por qualquer outra via que não o aparecimento de novas infecções; 
• V2~(x) a taxa de tranferência de indivíduos para fora do compartimento i. 
Suponhamos que as funções ^i(x), V,+(x) e V4~(x) são pelo menos de classe C2 no seu 
domínio. 
O modelo de transmissão da doença consiste de condições iniciais não negativas e de 
um sistema de n equações diferenciais do tipo 
x\ = /4(x) = ^ i ( x ) - V i ( x ) > i = l,...,n (3.1) 
onde 
Vi(x) = vr(x)~v,+(x). 
1Nos modelos considerados na dissertação as variáveis são inicialmente apresentadas segundo a 
ordem (S, I,R) (ou (s,i,r)). Os cálculos que envolvem a determinação de T^ o nesses modelos seguem 
a exposição feita nesta secção e portanto a ordem (I, S, R) (ou (i, s, r)) . 
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De uma forma mais concisa, fazendo T{k) = ( f i (x) , . . . , f„(x))eV(x) = (Vi(x),..., Vn(x)), 
podemos escrever o sistema (3.1) na forma 
x' = /(x) = JF(X) - V(x). (3.2) 
A função ^"(x) é, portanto, a parte do sistema relacionada com o aparecimento de 
novas infecções e a função V(x) é a parte relacionada com todos os outros movimentos 
entre os compartimentos que não o aparecimento de novas infecções. Estas funções 
devem satisfazer as cinco hipóteses seguintes 
(Hl) Se x > 0 então ^l(x), K + (x) , VT(x) > 0 para i = 1, ...,n. 
Isto significa que cada função, descrevendo uma transferência de indivíduos, terá 
de ser positiva ou nula. 
(H2) Se existe i = 1,.., n tal que Xj = 0 então Vl~(x.) = 0. Em particular, se x € X s 
então Vj"(x) = 0 para i = l,...,m. 
Isto significa que se um compartimento está vazio, então não podem existir saídas 
(de qualquer tipo) desse compartimento. 
Observação 3.2.1 Consideremos o modelo de tranmissão de uma doença dado 
por (3.1) em que as funções fi,i = l,...,n, satisfazem as condições (Hl) e 
(H2). Se existir i tal que x% = 0 então 
x\ = J-(x) + V , + ( x ) > 0 
o que mostra que o cone não negativo C = {x G Rn\xt > 0, / = l,... ,n} é 
positivamente invariante. Resulta do Teorema de Existência e Unicidade (2.0.1) 
que para cada condição inicial não negativa de (3.1), existe uma única solução 
não negativa. 
(H3) JFt(x) = 0 se i > m. 
Esta condição indica-nos que não pode haver entradas de novas infecções nos 
compartimentos de indivíduos não infectados. 
(H4) JFi|Xs = 0 e Vi+|Xs = 0 para i = 1, ...,m. 
Esta condição impõe que, numa situação de não doença, não haja entrada de 
novos indivíduos para os compartimentos de indivíduos infectados (nem por 
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reinfecção, nem por nascimento ou imigração). Isto garante que o subespaço 
de não doença, X s , seja invariante, isto é, se não existe doença na população 
então continuará a não existir doença. 
Para enunciar a última condição precisamos de introduzir um novo conceito. 
Definição 3.2.2 Um ponto de equilíbrio de não doença de (3.1) é um 
ponto de equilíbrio do modelo livre de doença, isto é, de (3.1) restrito a X s . 
(H5) Se U0 é um ponto de equilíbrio de não doença de (3.1) então todos os valores 
próprios de —dV(U0) têm parte real negativa. 
Esta condição diz-nos que, na ausência de nova infecção, qualquer ponto de 
equilíbrio de não doença é localmente assimptoticamente estável. Assim, se 
considerarmos uma população próxima do ponto de equilíbrio de não doença, 
esta regressará a esse ponto de equilíbrio de acordo com o sistema linearizado 
x' = d/(C/o)(x-E/b)- (3.3) 
Observação 3.2.3 A invariância do cone C implica que esta derivada vai ser 
sempre lateral. 
As condições (H1)-(H5) permitem decompor as matrizes dF(Uo) e dV(U0) de uma 
forma específica. Antes de mostrarmos essa decomposição, introduzimos alguns con-
ceitos auxiliares. 
Seja A uma matriz quadrada. Diz-se que A é positiva (A > 0) se todas as suas entradas 
são positivas. Analogamente se define matriz negativa, não negativa e não positiva. 
O espectro de A, a (A), é o conjunto dos valores próprios de A, o raio espectral de 
Aé 
p(A) = max{|A|,A G a(A)} , 
e o limite espectral de A é 
s(A) = max{ |Re(A) | ,A6a(A)}. 
Obviamente, s (A) < p(A). 
Diz-se que uma matriz real quadrada A é uma Z-matriz se todas as suas entradas 
fora da diagonal são não positivas. Resulta imediatamente da definição que qualquer 
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Z-matriz A pode ser escrita na forma 
A = si- B 
para algum s € M e B > 0. Uma Z-matriz ,4 diz-se uma M-matr iz se s > p(/i), uma 
M-matr iz singular ses = p(5), e uma M-matr iz não singular se s > p(B). 
Lema 3.2.4 Se UQ é um ponto de equilíbrio de não doença de (3.1) e f satisfaz as 
condições (H1)-(H5) então 
(P o\ , , (v o\ mu°] - (o o ) e dV(%) ■ U J 
onde F e V são matrizes m x m definidas por 
F - (g™) « v - (f>) ■ 
\ a x J / l<í,j<rn V ( / XJ / l<i,j<m 
/Mém disso, a matriz F é não negativa, V é uma M-matriz não singular e todos os 
valores próprios de J4 têm parte real positiva. 
Demonstração: Seja i/o um ponto de equilíbrio de não doença. 
A condição (H3) implica que se i > m então ^i(x) = 0 para todo o x e portanto 
——(x) = 0, para quaisquer x e j = l,...,n. 
OXj 
Em particular, §^(t/o) = 0 para j = 1, ...,n, e a matriz dTiUo) é da fornia 
Por (H4), se i < m então ^ ( 0 , ...,0,.xm+1, ...,£„) = 0, para qualquer (xm+i, ...,£„) e 
portanto 
dJrl 
-r—(0,...,0,a;m+i,...,a;„) = 0, para quaisquer (xm+1 , ...,£„) e j == m + l,...,n. 
Em particular, ff* (Co) = 0 e portanto 
(jjrlTJ \ | > 9 : r j / l< í<m, l<J<m V 9 ^ / l < t < m , m+l<j<n ' 
A o x J /m+l<i<n, l<j<m V Wm+l<i<n, m+l<j'<n/ iXn 
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A matriz F é não negativa por (Hl) e (H4): a função T é nula na fronteira do cone 
não negativo 
C = { x e Rn\x% >0,i = l , . . . ,n} 
e não negativa no interior desse cone, e o ponto U0 pertence à fronteira de C, portanto 
T terá de ter derivada não negativa em UQ. 
Por (H2) e (H4), se x € X s então H(x) = V4~(x) - V*+(x) = 0 - 0 = 0 para 
i — 1, ...,m. Isto significa que 
V,(0, ...,0,xm+u...,xn) = 0, para quaisquer (xm+1 , ...,xn) e i = l,...,m. 
Daqui resulta que 
(x) = 0, para quaisquer x G X s e j = m + l,...,n. 
dx3 
Assim, como UQ G X s 
dV(U0) = (* ° ) . 
y * * i 
Seja {ej} . _, a base canónica euclideana, isto é, ej é a coluna j da matriz identidade 
n x n. Por definição de derivada parcial, para j = 1,..., m, tem-se 
dVifTT, .. VÍ(UQ + hej) - V t(t/0) -—(C/o = hm . 
oxj /i->o+ n 
Vamos mostrar que V é uma M-matriz não singular. Como já foi visto, (H2) e (H4) 
implicam que Vi(U0), para i = 1, . . . ,m. Sejam i , j tais que 1 < i , j < m. A 
componente i de C/0 é 0 e a componente í de C/0 + ^ej) c o m i ^ j> é também 0. 
Por (H2) e (Hl) tem-se 
ViíC/o + /iej) = Vr(U0 + /iej) - Vl+{U0 + he3) < 0. 
Por continuidade da derivada e por h ser positivo (invariância do cone C), §^(í7o) - 0' 
para i <mei^ j , e portanto V é uma Z-matriz. Por (H5), todos os valores próprios 
d/(i/o) = dT(Ua) - V(U0) = -dV(U0) têm parte real negativa sempre que T = 0 (o 
que acontece se só considerarmos V(C/o))> ° Que implica que todos os valores próprios 
de V têm parte real positiva. 
Por um resultado sobre M-matrizes que afirma que se uma Z-matriz B tem s(B) > 0 
então B é uma M-matriz não singular, conclui-se que V ê uma M-matriz não singular. 
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A condição (H5) implica que todos os valores próprios de dV(U0) têm parte real 
positiva, o que faz com que também J\ tenha valores próprios com parte real positiva, 
e termina a demonstração do lema. 
A definição mais geral de número de reprodução básico é então a seguinte: 
Definição 3.2.5 O número de reprodução básico, 71Q, é o número esperado de novas 
infecções produzidas por um indivíduo infectado numa população que se encontra no 
ponto de equilíbrio de não doença, assumindo que o indivíduo infectado permanece 
nessa população durante a totalidade do seu período de infecção. 
Para determinar o destino de um indivíduo infectado depois de introduzido na popula-
ção (que se encontra no ponto de equilíbrio de não doença), consideramos a dinâmica do 
sistema linearizado (3.3) com o processo de reinfecção desligado, isto é, consideramos 
o sistema 
x' = -dV(£/0)(x - i/o). (3.4) 
Por (H5), o ponto de equilíbrio de não doença do sistema (3.4) é localmente assinip-
toticamente estável. Assim, (3.4) pode ser usado para determinar o destino de um 
número pequeno de indivíduos infectados numa população onde não exista doença. 
Seguindo a abordagem do operador da próxima geração, desenvolvida por Diekmann 
et ai. [4], interpretamos as gerações de indivíduos infectados como vectores. Assim, 
sejam 
. il>i(0) o número de indivíduos infectados inicialmente no compartimento i (de 
indivíduos infectados); 
. ip(t) = (ipi(t),...,ipm(t)y o vector que representa o número desses indivíduos 
introduzidos inicialmente na população que ainda estão em algum dos compar-
timentos t unidades de tempo depois de aí terem sido introduzidos. 
O vector 4>(t) pode ser representado por (:Ei(<),..., xm(t)Y e V'(+°°) = 0 u m a v c a Que 
todos os indivíduos têm um tempo de vida limitado. 
A forma da matriz dV(x0) e a equação (3.4) implicam que ip satisfaz a equação 
vit) = -vm 
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cuja solução é única e é dada por tp(t) = e vtip(0). Assim, 
r+oo 
/ Fip(t)dt 
Jo 
dá-nos o número esperado de novas infecções produzidas pelos indivíduos infectados 
^(0) que foram inicialmente introduzidos na população. Ora, 
r+OO /-+00 
/ Fip(t)dt = / FV~lV^(t)dt 
Jo Jo 
r+oo 
= -FV~l / ip'(t)dt 
Jo 
= Fy~V(o) 
portanto, de uma forma mais simples, o número esperado de novas infecções produzidas 
pelos indivíduos infectados ^(0) que foram inicialmente introduzidos na população é 
F f - V ( O ) . Seja K = FV~l. 
Para interpretar o significado das entradas de K, fixemos k € {1,. . . , m} e consideremos 
um indivíduo infectado introduzido na compartimento k (de indivíduos infectados) de 
uma população livre de doença. Para j = {1,..., m}, a entrada (j, k) de V^1 representa 
o tempo médio que esse indivíduo infectado gasta no compartimento j durante o seu 
período de vida, assumindo que a população permanece perto do ponto de equilíbrio 
de não doença e proibindo a reinfecção. Para i,j = { l , . . . ,m}, a entrada (i,j) de 
F representa a taxa à qual os indivíduos infectados do compartimento j produzem 
novas infecções no compartimento i. Assim, a entrada (i, k) de K representa o número 
esperado de novas infecções no compartimento i produzidas pelo indivíduo infectado 
inicialmente introduzido no compartimento k. 
De entre todas as entradas da matriz, falta agora extrair um número que represente 
a "média" dessas entradas. Diekmann et ai. [4] designam a matriz K = FV~l por 
operador da próxima geração e definem 
Tio = PÍFV-1), 
como o raio espectral do operador da próxima geração. 
Usando teoria de M-matrizes, pode-se mostrar que K é uma matriz não negativa e 
que o raio espectral 1¾ é o seu valor próprio dominante [5]. P. van den Driessche 
e Watmough [5] provam que 1Z0 é um parâmetro limiar para a estabilidade local do 
ponto de equilíbrio de não doença. 
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Teorema 3.2.6 [5] Seja U0 um ponto de equilíbrio de não doença do modelo (3.1). 
Se TZQ < 1 então U0 é localmente assimptoticamente estável, e se TZo > l então f/0 é 
instável. 
A prova deste resultado [5] passa por mostrar que s(F-V) < 0 se e só se p(FV 1 ) < 1, 
s(F - V) = 0 se e só se p{FV~l) = 1 e s(F - V) > 0 se e só se p{FV~l) > 1, usando 
teoria de M-matrizes. 
Observação 3.2.7 O método de cálculo para a determinação de TZ0 acima apresen-
tado é formulado para a situação em que o sistema modela o número de indivíduos 
existentes em cada compartimento. No caso em que N é constante, esse procedimento 
continua a ser válido se o sistema modelar as proporções de indivíduos existentes 
em cada compartimento. 
Capítulo 4 
Modelo SIS sem vacinação 
Nesta secção estudamos vários modelos SIS sem vacinação. Supomos em todos eles 
que a entrada de indivíduos para a população (por nascimento, imigração,...) é feita 
apenas para o compartimento dos susceptíveis. 
4.1 População de t amanho constante [7] 
Esquematicamente, e com a notação introduzida na secção 3.1, temos 
T 
fiN 
S 
Vi! 
J7 
Figura 17: Modelo SIS sem vacinação numa população de tamanho constante. 
a que correspondem as equações 
S' = fiN-nS-P^-I + Tl (4.1) 
Em termos de proporções de indivíduos vem 
s' = /x(l — s) - (3si + TÍ 
i' = /3 si — (jit + T)Í. 
(4.2) 
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Proposição 4.1.1 0 número de reprodução básico associado ao sistema de equações 
(4.2) é 
n0 = p 
H + T 
Demonstração: Seja x = (i,s). Pelo método para a determinação de Ko descrito 
na secção 3.2 temos 
\Q ) \ns + (5si) \fi + TI) 
Em particular, 
y~/Lí(l - s) + pst — Tl) 
Seja X s = {(0, s)|s > 0} o espaço de não doença. Começamos por verificar que as 
hipóteses (H1)-(H4), referidas na secção 3.2, são trivialmente satisfeitas. 
(Hl) Se x > 0 então J^(x), V<~(x), V t+(x) > 0 para i = 1, 2; 
(H2) Se x, = 0 então Vj~(x) = 0 para i = 1,2. Em particular, se x G X s então 
V r ( x ) = 0; 
(H3) ^2(x) = 0; 
(H4) ^ 1 | X a = 0 e V ! + |Xs = 0. 
Para verificar (H5) precisamos de determinar o ponto de equilíbrio de não doença de 
(4.2). Ora, (4.2) restrito a X s é a equação 
s' = / i ( l - s ) 
cujo único ponto de equilíbrio é 1 e portanto o ponto de equilíbrio de não doença de 
(4.2) tem coordenadas 
U0 : (so.ío) = (1,0). 
Os valores próprios da matriz 
\ -U + T -fll 
CAPÍTULO 4. MODELO SIS SEM VACINAÇÃO 54 
têm parte real negativa. Isto mostra que a hipótese (H5) é satisfeita. 
Sejam agora F e V as matrizes l x l definidas por 
F = —- = (3 e V = — = n + T. 
ai \u0 oi \u0 
0 operador da próxima geração é então 
FV-1 = (3- ' 
P + T 
pelo que o número de reprodução básico é 
1 
Uo = p(FV~l) = (3 
H + T 
Observação 4.1.2 Dado que f3 é o coeficiente de transmissão e -—^ é a duração 
média do período efectivo de infecciosidade, a expressão obtida para IZo representa, 
de facto, o número médio de novas infecções provocadas por um indivíduo infectado 
quando colocado numa população que se encontra no ponto de equilíbrio de não doença 
(neste caso, constituída apenas por indivíduos susceptíveis: So = !)• 
Apresentamos em seguida uma análise qualitativa do comportamento de (4.2). 
O sistema pode ser simplificado fazendo uma adimensionalização. 
Seia 
D ' 
P + T 
a duração média do período efectivo de infecciosidade, então 
representa o tempo medido em unidades da duração média da infecção. 
O sistema diferencial (4.2) reescrito em função de t' é 
s> = ^D{l-s)-(3Dsi + riD 
i' = (3Dsi - (fi + T)DÍ, 
que é equivalente a 
s' = i_iD - (3 D si + (T + p)Di - fiDi - pDs 
i' = pDsi -((1 + T)DI. 
CAPÍTULO 4. MODELO SIS SEM VACINAÇÃO 55 
Sendo 
7Z0 = (3D e e = IID = D/(l / / i ) , 
onde e representa a duração média de um episódio infeccioso relativamente ao tempo 
médio de vida, o sistema anterior simplifica­se para 
s' = e — TZQSÍ + i — ei — es (4.3) 
i' = TZosi — i. 
Esquematicamente temos 
1 ­ e 
K0i 
% 
Figura 18: Modelo SIS sem vacinação numa população de tamanho constante com parâmetros dependentes do número 
de reprodução básico (Ko) e da duração média de um episódio infeccioso relativamente ao tempo médio de vida (c) 
Uma vez que s + i = 1 o sistema (4.3) pode ser reduzido a 
%' = fto(l­»)*­*■ (4.4) 
Proposição 4.1.3 A região simplesmente conexa 
T = {(«,») : s > 0 , i>0, s + i = 1} 
é positivamente invariante para (4­2). Em particular, as semi­órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: Em qualquer ponto (s, i) pertencente à recta s + i = 1 tem­se 
s' + i! = e(l ­ s ­ i) = 0. 
Definição 4.1.4 Um ponto de equilíbrio endémico de (4­2) é um ponto de equilíbrio 
do sistema em que o número de infectados na população é positivo. 
Proposição 4.1.5 
(a) Se TZQ < 1 então o sistema (4­2) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença Uo = (SQ,ÍQ) = (1,0). 
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(b) Se TZo > 1 então o sistema admite dois pontos de equilíbrio, o ponto de equilíbrio 
de não doença UQ e o ponto de equilíbrio endémico U* = (s*,i*) = ( ^ - , 1 — ^ - ) . 
Demonstração: O ponto de equilíbrio de não doença já foi calculado anteriormente 
e, pelas suas coordenadas, existe sempre. 
Para a determinação do ponto de equilíbrio endémico usamos a equação (4.4), igualamos 
a zero e obtemos (pelo facto de se ter necessariamente i* / 0) 
i = l - — . 
Como o número de indivíduos infectados no ponto de equilíbrio endémico tem de ser 
positivo, este ponto de equilíbrio só existe quando HQ> l. 
Como s* + i* = 1, vem que s* = ^-. 
Teorema 4.1.6 
(a) SeTZo < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença i/o é globalmente assimp-
toticamente estável em T. 
(b) Se TZQ > l então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é instável e o ponto de 
equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente estável em 
T-{( , s ,0 ) : 0 < s < 1}. 
Demonstração: Consideramos a equação (4.4). 
(a) Se TZQ < 1 então 0 é o único ponto de equilíbrio da equação e a função f (i) = 
i(lZ0 — TZQÍ — 1) é negativa em ]0, +oo[. Daqui resulta que U0 = (1,0) é 
globalmente assimptoticamente estável. 
(b) Se IZç, > 1 então a estabilidade global dos pontos de equilíbrio é determinada 
pelo sinal da função f(i): é positiva em ]0,1 - ^ [ e negativa em ]1 - ^ , +oo[. 
Deste modo U0 = (1,0) é instável e U* = í ^-, 1 - ^~ ) é globalmente assimp-
toticamente estável. 
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4.2 População de tamanho variável 
4.2.1 Com termo de contágio J3SI [12] 
Esquematicamente temos 
S 
T7T 
01 
I n M 1 1 / ' / ' 
Figura 19: Modelo SIS sem vacinação com população de tamanho variável e termo de contágio 0SI. 
a que correspondem as equações 
S' = A- PSI -nS + TI 
l' = (3SI -(LI + T + (ID)1 
(N' = A-tiN-iiDI). 
(4.5) 
Proposição 4.2.1 O número de reprodução básico de (4-5) é 
1 A 
TZo = P 
H + T + (1D \l 
Demonstração: Seja X = (I,S). Pelo método de cálculo do TZo descrito na secção 
3.2 temos 
HV=(PSI), V-(X) = ( W + «»>'V y+ ( X)=( ° V l o / \ fiS + (3SI ) VA +TI 
Em particular, 
V(X) = V"(X) - V+(X) 
uS + PSI -TI-A, 
Seja X s = {(0,5)15 > 0} o espaço de não doença. Verificamos facilmente que as 
hipóteses (H1)-(H4) referidas na secção 3.2 são satisfeitas. 
O ponto de equilíbrio de não doença de (4.5) é o ponto de equilíbrio da equação 
S1 = A - pS, 
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pelo que tem coordenadas 
I, (-S,./,,) ( - , o 
Os valores próprios da matriz 
-dV(U( o) 
-(/U + r + //D) 0 
têm parte real negativa e portanto a condição (H5) é verificada. 
Sejam agora F e V as matrizes l x l definidas por 
F . ^ _„A e V - ™ - „ + , + *,. 
a / !c/0 M 91 \Uo 
Então 
FV~l = (3 
H + T + HD H 
e 72.0) sendo o valor próprio dominante de FV~l, coincide exactamente com essa 
expressão. 
de susceptíveis no ponto de equilíbrio de não doença e *— é a duração média do 
hvo. 
Observação 4.2.2 Na expressão de 1Z0, f3 é o coeficiente de transmissão, jL é o número 
t 
período efectivo de mfecciosidade. 
Proposição 4.2.3 
(a) Se 1(0) = 0 então 1 = 0 e l im^ + 0 0 S(t) = £. 
(b) Se 1(0) > 0 então I(t) > 0, para qualquer instante t positi 
(c) A região simplesmente conexa T = l(S, I) : S > 0, I > 0, S + I < ^> é po-
sitivamente invariante para (4-5). Em particular, as semi-órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: 
(a) Em qualquer ponto do tipo (S, 0) tem-se / ' = 0 e o semi-eixo horizontal 
{(S,0):S>0} 
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é positivamente invariante para (4.5). Em particular, se 1(0) = 0 tem­se que 
/(f) = 0, para qualquer f positivo. Ainda sobre esse semi­eixo horizontal tem­se 
S' = A — JJLS que é uma equação diferencial linear não homogénea cuja solução 
é 
S(t) = (s(0) - - \ e""f + -V M / /' 
e tende para ­ quando t —> +oo. 
(b) Por redução ao absurdo, suponhamos que 1(0) > 0 e que existe um instante 
£* positivo tal que I(t*) = 0. Então, pela invariância do semi­eixo horizontal 
(referida anteriormente), /(f) = 0 para qualquer instante f > f», o que é absurdo 
pois conduz à intersecção de trajectórias de um sistema autónomo no diagrama 
de fase. 
(c) Observamos que se / = 0 então / ' = 0, e se S = 0 então S' = A + r / > 0, o 
que implica que as órbitas do sistema nunca abandonam o primeiro quadrante. 
Para além disso, sempre que S + I = ­ temos 
S' + V = A ­ (i(S + I) ­ nDI = ­ M D / < 0. 
/ 
o A s 
Figura 20: Região T e a direcção do campo de vectores sobre a fronteira. Por (a), sobre o eixo dos SS tem­se 
l im t _ + 0 0 S(t) = $. 
Proposição 4.2.4 
(a) Se 1ZQ < 1 então o sistema (4­5) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença U0 = (S0,Io) = (jl>0)­
(b) Se TZQ > 1 então o sistema admite o ponto de equilíbrio de não doença UQ e o 
ponto de equilíbrio endémico U* = (S*J*) =■■ (M+T+ / ,p, / 7 ^ j ( l ­ ±\). 
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Demonstração: As coordenadas 5o e RQ de Uo já foram determinadas anteriormente 
e verificamos facilmente que este ponto de equilíbrio existe sempre. 
Para o cálculo do ponto de equilíbrio endémico observamos que 
r = o ^ i = o\rs=li + T + tiD. 
Pelo facto de se ter necessariamente 1*^0 obtemos 
s* = V+T + flp 
P 
Substituindo esta expressão na equação S' = 0 vem, após algumas manipulações 
algébricas simples, 
A lx 1 
(i + HD \ TZ0i 
Como o número de indivíduos infectados no ponto de equilíbrio endémico tem de ser 
positivo, U* só existe quando TZo > 1. 
Para facilitar o estudo da estabilidade global dos pontos de equilíbrio usamos dois 
sistemas equivalentes ao sistema (4.5), e diferentes entre si, um para o caso em que 
Ho < 1 e o outro para o caso em que TZo > 1-
Seja TZo < l. 
Fazendo x = S — - , o sistema equivalente a (4.5) e que vamos usar aquando o estudo 
da estabilidade global do ponto de equilíbrio de não doença no caso em que TZo < 1 
é então 
x1 = -^x - f/3- - r \ l - pix (4.6) 
/ ' (fl + T + fiD) - /3 — / + pix. 
Seja TZo > 1-
Neste caso vamos reescrever o sistema (4.5) em função das coordenadas do ponto de 
equilíbrio endémico. 
Consideremos a equação S' do referido sistema, isto é, 
S' = A - pSl - fiS + TI. 
Já vimos que a coordenada S* do ponto de equilíbrio endémico é dada por 
fl + T f Up („,,, \ 
S = <=4> r = Pb -{n + nn)-
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Substituindo o parâmetro r pela expressão obtida, a equação S' é equivalente a 
S' = A - (3SI - pS + pS*I -(p + pD)I. 
Fazendo uma expansão da equação anterior obtemos 
s' = A-psi-pS + ps*i-(p + pD)i + (pS*-pS*) + (ps*r-ps*r) 
= (A - p s r r - p s * ) - p s i - p s + ps*i-pi-pDi + ps* + ps*r. 
No ponto de equilíbrio endémico a condição 
A - ps*r - us* + ri* = o «=* A - ps*r - ^s* = -TV 
é verificada. Ora, substituindo na equação 5", verificamos que 
5' = (-ri*) - psi - ns + ps*i -iii- nDi + us* + psrr. 
No ponto de equilíbrio endémico temos 
PS*I* - (// + r + (iD)I* = Qt=> -ri* = -ps*r + nT + MD/*, 
pelo que a equação S' é equivalente a 
s' = -ps*r + vi* + nDr - psi - lis + ps*i - pi - pDi + pS* + ^5*/*. 
Simplificando a equação anterior, chegamos ao pretendido, ou seja, 
S' = -Ou + PD)(1 - n - (/* + PH(s - s*) - P(I - I*)(S - S*). 
Consideremos a equação / ' do sistema (4.5), isto é, 
/ ' = pSI-(p + T + pD)L 
De acordo com a coordenada S* do ponto de equilíbrio endémico, a equação anterior 
pode ser escrita de outra forma, ou seja, 
/' = psi-ps*i 
= pi{S-S*). 
O sistema equivalente a (4.5) e que vamos usar no estudo da estabilidade global do 
ponto de equilíbrio endémico é então 
s' = -(p + pi*)(s-s*)-(p + pD)(i-i*)-p(s-s*)(i-r) (4.7) 
/' = PI{S-S*). 
Em seguida apresentamos um resultado auxiliar para o estudo da estabilidade global 
dos pontos de equilíbrio. 
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Lema 4.2.5 SejaIZo < 1. 
(a) Se (3­ — r > O entóo a função Wi(x, I) = f x2 + (f3­ — T) I é uma função de 
Líapunov estrita para o ponto de equilíbrio de não doença UQ. 
(b) Se (3­■ — T < 0 então a função W2(x, I) = \x\ + 1 é uma função de Líapunov 
estrita para o ponto de equilíbrio de não doença i/o­
Seja TZQ > 1. 
(c) A função W3(S, I) = l(S ­ S*)2 + (JJ, + pD) (I ­ I* ­ I* In £ ) é uma função de 
Liapunov estrita para o ponto de equilíbrio endémico U*. 
Demonstração: Para cada uma das alíneas enunciadas, mostramos que as três 
condições de função de Liapunov estrita (2.0.9) são verificadas para o ponto de equilíbrio 
em causa. 
Para a demonstração das alíneas (a) e (b) usamos o sistema (4.6) e portanto as 
coordenadas do ponto de equilíbrio de não doença são da forma [/o = (xo,Io) — (0,0). 
No que diz respeito à alínea (c) usamos o sistema (4.7) e as coordenadas do ponto de 
equilíbrio endémico são dadas por U* — (S*, I*). 
Suponhamos que (3­ — r > 0. Então 
(i) Wi(0,0) = 0 e Wi(x, /) > 0 para todo o par (x,I) ^ (0,0). 
(ii) 
d_ 
dl (Wl(x,I)) = (dWi(x,I))(x',I') 
A f3xx' +I/3­­TU' 
­{3\xx2 ­ (3x1 ((3­ ­ T ) . ' ' / / ' 
(/i + T + MD) ­ (3 A A 
(3\xxl ­ /3zIxz ­ [f3­ ­ T A 
I + 0XI[(3­­T 
Mj V M 
(M + T + M D ) ­ / 3 ­ / M 
< 0, (4.8) 
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para qualquer (x, I), pois TZ0 < 1 implica fi + r + \ÍD — ftj; > 0. 
Em particular, j­t{W\(x,I)) < 0, para todo o par ordenado (x, /) diferente de 
i/o­
(iii) 
dl (W1(x,I)) = 0 
;//»■■ ( ' / , - Í / 3 - - T 
/' 
(^ + r + /iD) ­ / 3 — A4. 
I. 
­2 ­ (32Ix2 
O sistema de equações 
Ora, ­/?^ar  /3*lar < 0 e ( p^ ­(>i (A* + T+ ^ ) - / ¾ / > 0. 
A* 
(/x + r + no) - fi-A* / = 0 
é equivalente a 
/?/zx2 - /T/x2 = 0 
/ 
x 
0 
0. 
Concluimos que ;|(Wi(x, /)) = 0 se e só se (x, I) = (0,0), o que significa que 
jt{W\(x, I)) < 0, para todo o par ordenado (x, I) diferente de U0. 
Suponhamos agora que /3­ — r < 0. Então 
(i) W2(0, 0) = 0 e W2(x, I) > 0 para todo o par (x, /) ^ (0,0). 
(ii) 
^(W2(x,I)) = {d+W2(x,I))(x',n 
— —a Ixl ­ ( /3 T) I — (3I\x\ 
V A* / 
­f 0I\x\ 
= - jU|x| - (fl + fiD)l 
< 0, 
(JU + r + fiD) - /3-/' / + 
para qualquer (x, / ) . Em particular para todo o par ordenado (x, /) diferente de 
t/o­
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(iii) 
d+ m / i T\\ n , v i i V + VDT 
Como \x\ = —H±Jén_j < o e \x\ só pode tomar valores não negativos, teremos de 
ter necessariamente x = 0. Daqui resulta / = Oe portanto ^jr(W2{x, I)) < 0 
para todo o par ordenado (x, I) diferente de t/o-
Finalmente provamos a alínea (c) do lema. 
(i) W3(S*, /*) = l(S* - S*)2 + (/i + MD) (J* - / * - / * In £ ) = 0. 
Como f ( 5 - S*)2 > 0, M + /XD > O e a função / ( / ) = I - I* - I* In £ 
tem um mínimo local em / = /*, vem que W^(5, i") > 0 para todo o par 
(s,i) + (s*,n 
(") 
~(Ws(SJ)) (dw3(sj))(s',n 
- -/?(/i + /?r)(S - S*)2 - 0(n + /^)(/ - H(s - S*) -
-P2(S - S*)2(I - I*) + (P + I*D) [f3I(S - S*) - r/3(S - 5*)] 
= -p(ji + /W*)(S - S*)2 - /32(S - S*)2(I - I*) 
= -p(s-s*)2(n+m 
< o, 
para todo o par (S, I). Em particular, para todo o par ordenado (S, I) diferente 
de U*. 
(iii) 
jt(W3(S,I)) = 0 « = * S = S* V / = - ^ . 
Como o número de infectados só pode tomar valores não negativos, ^ (W^S, /)) = 
0 se e só se (S, I) = (S*,P), o que significa que ft(W3(S, I)) < 0 para todo o 
par ordenado (5,1) diferente de U*. 
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Teorema 4.2.6 
(a) Se TZo < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é globalmente assimp-
toticamente estável em T. 
(b) Se TZ0 > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é instável e o ponto de 
equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente estável em 
A' 
Demonstração: 
T - \ (S, 0) : 0 < S < 
(a) Suponhamos que 7¾ < 1. Tendo em consideração o sistema (4.6) e as alíneas (a) 
e (b) do lema 4.2.5 resulta imediatamente do teorema 2.0.10 que U0 é globalmente 
assimptoticamente estável. 
(b) Seja 1Zo > 1. Nesta situação, U0 é instável, pelo teorema 3.2.6. 
Relativamente ao ponto de equilíbrio endémico, considerando o sistema (4.7) e 
a alínea (c) do lema 4.2.5 resulta imediatamente do teorema 2.0.10 que U* é 
globalmente assimptoticamente estável. 
4.2.2 Com termo de contágio (3-^1 
Esquematicamente temos 
T 
f)N v* 
S I * 
]7(N) M \f(W 
Figura 21: Modelo SIS sem vacinação com população de tamanho variável e termo de contágio /3jjl-
As equações do modelo são 
S' = 6N-Pp-f(N)S + rI 
V = Pp-[r + ^D + f(N)]I (4.9) 
(N' = N[Ô-f(N)]-txDI). 
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Sendo s = j | e i — ^ tem­se 
5 ' TV' s = s N N 
= 9 ­ Pis ­ f(N)s + ri ­ 9s + f(N)s + nDis 
= 9­((3­ /ID)ÍS — 9s + ri, 
V N' 
1 = N­­N* 
= (3si ­\T + IXD + f(N)]i ­ [9 ­ f(N)}i ­ [r ­ f(N)}i + ^i2 
\pa + Uni ­ (0 + T + nD)]. 
Relativamente à equação de N', tem­se 
N' = N9 ­ Nf(N) ­ NpLDi. 
Em termos de proporções de indivíduos, o sistema (4.9) escreve­se então 
s = 9 ­ (/? ­ nD)is ­ 9s + ri (4.10) 
i! = i[(3s + nDi ­ {9 + T + HD)]. 
Uma vez que s + i = 1 as equações anteriores podem ser reduzidas apenas à equação 
Ï = i[p(l ­ i) + fiDi ­ (9 + T+­(xD)}. (4.11) 
Proposição 4.2.7 O número de reprodução básico associado ao modelo é dado por 
K0 = (3 + T + LID 
Demonstração: Vamos considerar o sistema (4.10). Seja x = (i,s). Usando o 
método referido na secção 3.2 para a determinação de IZQ temos 
w - H e v(x) = ( <«+'+"»*-«<■ y 
\ 0 / \(3si + 9s ­ 9 ­ fiDis ­ TÍ) 
Seja X s = {(0, s)\s > 0} o espaço de não doença. As hipóteses (H1)­(H4) referidas 
na secção 3.2 são trivialmente satisfeitas. Para verificar (H5) consideramos o sistema 
(4.10) restrito a X s , 
s' = 9 - 6s, 
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cujo único ponto de equilíbrio é 1 e portanto o ponto de equilíbrio de não doença de 
(4.10) tem coordenadas 
U0 : (fl0)ío) = (1,0). 
Os valores próprios da matriz 
\ -(3 + HD + T -9) 
têm parte real negativa. Isto mostra que a hipótese (H5) é satisfeita. 
Sejam agora F e V as matrizes l x l definidas por 
az |f/0 az |Í/0 
O operador da próxima geração é então 
1 
FY'1 = /3-
+ T + fiD 
pelo que o número de reprodução básico é 
1 
n0 = P{FV-1) = (3- + T + li D 
Observação 4.2.8 Na expressão obtida para TZ0,P é a taxa de contactos adequados 
a 2 1 — ; — é t 
secção 4-3). 
e JT\  é a duração média do período efectivo de infecciosidade (tal como se verá na 
Proposição 4.2.9 A região simplesmente conexa 
T = {(s,i) : s > 0 , ? > 0 , s + i = 1} 
é positivamente invariante para (4-10). Em particular, as semi-órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: Consideremos o sistema (4.10). Em qualquer ponto (s, i) pertencente 
à recta s + i — 1 tem-se s' + i' — 6(1 - s — i) + /Aoi(s -+- * — 1) = 0. 
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Proposição 4.2.10 
(a) Se 1ZQ < 1 então o sistema (4­10) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença Uo = (so,io) = (1)0). 
(b) Se 7?­o > 1 então o sistema admite dois pontos de equilíbrio, o ponto de equilíbrio 
de não doença Uo e o ponto de equilíbrio endémico 
6 + T f3­(9 + T + nD) u* P - M D P - ■ [ÍD 
Demonstração: O ponto de equilíbrio de não doença já foi calculado anteriormente 
e, pelas suas coordenadas, existe sempre. 
Para determinar o ponto de equilíbrio endémico usamos a equação (4.11). Obtém­se 
ï = 0 
i = 0 V fiDi ­ Pi = 6 + T + jiD ­ (3 
/3­{9 + T + fiD) OVi P ­ li D 
Sendo um ponto de equilíbrio endémico, i * ^ 0 e portanto i* = („_T . 
Como o número de indivíduos em cada compartimento tem de ser positivo, U* só 
existe quando (3—(6 + T + fio) > 0, (uma vez que isto implica p > jio) O que implica 
que TZQ > 1. 
Como s* + i* = 1, vem que s* = í+T . 
Teorema 4.2.11 
(a) Se Tio < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é globalmente assimp­
toticamente estável em T. 
(b) Se Ho > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença Uo é instável e o ponto de 
equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente estável em 
T ­ { ( s , 0 ) : 0 < s < 1}. 
Demonstração: Consideramos a equação (4.11). 
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(a) Suponhamos que 1Z0 < 1. Então /5 ­ \iD < 9 + T e da, equação (4.11) obtemos 
Ï = Í[(P­(J.D)(1­Í)­(Ô + T)] 
< i[(9 + r){l­i)­(9 + r)) 
= ­I2(6 + T). 
Concluímos que i' < 0 e í/0 é globalmente assimptoticamente estável quando 
n0 < 1. 
(b) Seja TZo > 1­ Vamos verificar o sinal de i' quando i > ^V^'' e quando 
i < gríg±I±EBl, Ora 
. ^ ­ ( g + r + MD) 
i > 
P - VD 
==> (j3 ­ \iD)i > (3 — (9 + T + //o), pois P ­ HD > 0 quando 1Z0 > 1. 
= > / ? - ( / ? - MZ))Í < 0 + T + flD 
=> (3(1 ­ i) + nDi ­(9 + T + HD) < 0 
=^ Ï < 0. 
De forma análoga provamos que se i < gt»* então i' > 0. 
«0 
i ■ r i 
0 1 í 
F i g u r a 22: Diagrama de fase da equação (4.11). 
4.2.2.1 Dinâmica do t amanho da população 
Quando não existe infecção na população (i — 0) a equação 
N' = N\6 ­ f(N)} 
tem um único ponto de equilíbrio positivo: N* = f~l(9), tendo em conta as condições 
satisfeitas pela função f(N) referidas anteriormente (teorema do valor médio). O 
ponto de equilíbrio N* é globalmente assimptoticamente estável porque: 
• se N > N* então f(N) > 9 (por / ser uma função estritamente crescente para 
N > 0) e portanto N' < 0; 
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• se 0 < N < N* então, de forma análoga, mostramos que N' > 0. 
Quando a doença existe e causa morte (//p > 0), a expressão de N' é 
N' = N[8 - f(N) - \iDi\. 
Pelo teorema 4.2.11, a função i satisfaz uma das seguintes condições: 
lim i(t) = 0 ou lim i(t) = i* > 0, 
i—>+oo t—»+oo 
onde i* é o valor da ordenada do ponto de equilíbrio endémico. 
Proposição 4.2.12 
(a) Se limt-^+00i(í) = 0, então limt->+00N(t) — A"*; 
(b) Se lim^+oo i(t) = i* > 0 e /(0) < 6 - [iDi* então 
lim N(t) =r\6-fiDi*) <N*; 
t—>+oo 
(c) Se lim^+oo i(t) — i* > 0 e /(0) > 9 - /iDi* então lim^+oo N(t) = 0. 
Demonstração: 
(a) Se lim^+oo^í) = 0, então a solução de N' = N(r - f(N) - nDi) aproxima-se, 
quando t —> +oo, da solução de AT' = AT(r - /(Ar)) que, por sua vez, tende para 
N* quando t —> -foo. 
(b) Se lim t_+00ï(i) = i* então a solução de AT' = N(r - f(N) - Hoi) aproxima-se, 
quando t —> +oo, da solução de N' = N(r - f(N) - Hoi*)-
Os pontos de equilíbrio desta última equação são N* = 0 e iV2* = f~l{& ~ I^DÍ*)-
A estabilidade destes pontos é determinada pelo sinal de g' em cada um deles, 
onde 
g(N) = N6 - Nf(N) - NfiDi*. 
Sendo 
g'(N) = 0 - f(N) - Nf(N) - fiDt* 
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tem-se 
g'(N*) = 6 - \xDi* - /(0) > 0. por hipótese, 
g\Nl) = -iV27'(iV*) < 0, porque N\ > 0 e / ' > 0. 
portanto TV* é instável e N% é globalmente assimptoticamente estável. 
(c) Se /(0) > 9 — Hei* então a equação N' = N(r — f{N) — //£>/*) tem um único 
ponto de equilíbrio, N* — 0, que é globalmente assimptoticamente estável. 
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4.3 Discussão dos resultados 
Os três modelos estudados neste capítulo seguem a dinâmica tradicional dos modelos 
epidemiológicos simples: se 7Z0 < 1 o modelo apresenta um único ponto de equilíbrio 
(o de não doença) que é globalmente assimptoticamente estável; se TZ0 > 1 então esse 
ponto de equilíbrio torna-se instável c: surge uni ponto de equilíbrio endémico que é 
globalmente assimptoticamente estável. 
As expressões obtidas para os vários modelos considerados são apresentadas na seguinte 
tabela: 
Expressões de 1Za 
V = 0 N' / 0 N' # 0 
C 'ontágio 
0§I I3SI H1 
Sem 
Vacinação 
^ õ . \
 A 3 ' 
0 1 T | Hf, 
No modelo correspondente à terceira colima a taxa de mortalidade é dada por uma 
função derivável f(N) que tende para 9 (a taxa de natalidade) à medida que t tende 
para +oo. Pela proposição 4.2.12, sempre que não existem indivíduos infectados, o 
tamanho da população tende para N* = / _ 1 (#) e portanto a taxa de mortalidade 
tende para 9. Assim, a expressão 0+T\ t representa, ao longo de muitas gerações, a 
duração média do período efectivo de infecciosidade. Se fio > 0 então o número de 
reprodução básico associado ao modelo da terceira coluna é menor do que o do modelo 
da primeira linha. Se /io = 0. as duas expressões são iguais. 
Apesar da semelhança aparente entre os números de reprodução básicos dos modelos 
que consideram o tamanho da população variável, as expressões obtidas não podem 
ser comparadas pois o parâmetro ,8 tem um significado diferente em cada uma das 
situações: quando o termo de contágio é f3SI, cada indivíduo estabelece, em média, 
0N contactos adequados por unidade de tempo, enquanto que, quando o termo de 
contágio é /3jjl, cada indivíduo estabelece /3 contactos adequados por unidade de 
tempo. 
Quanto ao número/proporção de indivíduos infectados no ponto de equilíbrio endémico 
temos os seguintes valores: 
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N ú m e r o / P r o p o r ç ã o de infectados no ponto de equilíbrio endémico 
N' = 0 N' / 0 AT'#0 
Contágio 
â—I gsi /3#i 
Sem 
Vacinação 
! " * H+HD i1 Kt<) 
0 d M 
Nota: Os Ko indicados têm expressões diferentes apesar de estarem a ser representados pela mesma letra na tabela 
A expressão da segunda coluna não é comparável com nenhuma das outras (consideram-
se números de indivíduos enquanto que nas outras linhas se consideram proporções). 
Relativamente às expressões correspondentes aos modelos com termo de contágio Pjjl, 
o resultado das comparações é o oposto ao obtido para o número de reprodução básico. 
De facto, um menor período de infecciosidade liberta os indivíduos infectados do seu 
compartimento e permite que fiquem novamente infectados mais rapidamente. 
Capítulo 5 
Modelo SIS com vacinação 
proporcional e de recém-nascidos 
conferindo imunidade total 
Neste capítulo analisamos o efeito da vacinação proporcional e da vacinação de recém-
nascidos conferindo imunidade total em indivíduos susceptíveis. A Vacinação Pro-
porcional e de Recém-nascidos (VP + VRN) é um plano de vacinação que 
consiste em vacinar uma proporção p de indivíduos susceptíveis e uma proporção v de 
recém-nascidos (se os recém - nascidos não vacinados forem susceptíveis) por unidade 
de tempo. 
As hipóteses do modelo são as seguintes: 
- Os dois tipos de vacinação conferem imunidade total . 
- A entrada de indivíduos para a população (por nascimento, imigração,...) é feita 
apenas para o compartimentos dos susceptíveis. 
- Vacina-se uma proporção v (0 < v < 1) de indivíduos recém-nascidos por 
unidade de tempo. 
- Vacina-se uma proporção p (0 < p < 1) de indivíduos susceptíveis por unidade 
de tempo. 
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5.1 População de tamanho constante 
(1 - u)nN 
» i 
1 
' S 
1" 
Figura 23: Modelo SIS com vacinação proporcional e de recém-nascidos numa população de tamanho constante. 
As equações do modelo são 
S' = (l-u)^N-(ii + p)S-Pp + Tl 
I' = 0p-(jl + T)I 
R' = pS + vpN -JJLR, 
(5.1) 
que, em termos de proporções de indivíduos, temos 
s' = (1 - v)p — (fj, + p)s - (3si + Ti 
% — (5si — (p + r)i 
r' — ps + up — pr. 
(5.2) 
Uma vez que s + i + r = l a s equações anteriores podem ser reduzidas apenas a 
s = (1 — v)p — (p + p)s — (3 si + TI (5.3) 
i! = (3si — (/i + T)Í. 
Proposição 5.1.1 0 número de reprodução básico associado ao modelo é 
nVP+VRN = pj_(1 _ „)-£-. 
fi + T /J + l> 
Demonstração: Consideremos o sistema (5.3). Sejam x == (i,s) 
H , VM- (" + r)! 
0 / V—(1 — I^)/i + pS + /?SÍ + JOS - Ti 
e X s = {(0, s)\s > 0} o espaço de não doença. As hi])óteses (H1)-(H4) referidas na 
secção 3.2 são trivialmente satisfeitas. 
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Para verificar (H5) precisamos de determinar o ponto de equilíbrio de não doença do 
sistema (5.3). Ora, o sistema (5.3) restrito a X s é a equação 
s' = (1 ­v)ii­ (n + p)s, 
pelo que o ponto de equilíbrio de não doença tem coordenadas 
U0 = (5o, ÍO) = ( ( 1 ­ ^ ) ­ 7 ­ , 0 
V v + p 
Os valores próprios da matriz 
{-PV-»)■& + * "(/• + ?)/ 
têm parte real negativa e portanto a hipótese (H5) é satisfeita. 
Sejam agora F e V as matrizes l x l definidas por 
F = ­~ = / 9 ( 1 ­ 1 / ) ­ ­ ^ ­ e V = —í­ =/x + r. cn |C/0 M + P 01 \ua 
Então o número de reprodução básico é 
nVP+VRN = ^FV­1) = ^ 1 ^ _ „ ) _ £ _ . 
/U + r /x + p 
Observação 5.1.2 Na expressão obtida para 1ZQP+VRN , (3 é o coeficiente de trans­
missão e —]— é a duração média do período efectivo de infecciosidade. Dado que —— 
é a duração média de permanência efectiva de um indivíduo no compartimento dos 
susceptíveis, Sa±ii representa a proporção de indivíduos susceptíveis que abandonam o 
seu compartimento por vacinação proporcional ou por vacinação de recém­nascidos e 
portanto (1 ­ v)­+­ — 1 — E ± p é a proporção de indivíduos susceptíveis que ficarão 
infectados através de contactos adequados. 
Proposição 5.1.3 A região simplesmente conexa 
T = {(s,i) : s > 0, i > 0, s + i < 1} 
é positivamente invariante para (5.3). Em particular, as semi­órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
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Demonstração: Consideremos o sistema (5.3). Em qualquer ponto do tipo (0,i) 
tem­se s' = (1 ­ v)[i + ri > 0, e em qualquer ponto do tipo (s,0) tem­se il ­ 0, o 
que implica que as órbitas do sistema nunca abandonam o primeiro quadrante. Para 
além disso, em qualquer ponto (s, i) pertencente à recta s + i — 1 tem­se 
s + t ' —vji — ps < 0. 
_k^ 
Figura 24: Região T e a direcção do campo de vectores sobre a fronteira. 
Proposição 5.1.4 
(a) Se 1ZQP+VRN < 1 então o sistema (5.2) admite um único ponto de equilíbrio, o 
ponto de equilíbrio de não doença, de coordenadas 
U0 = (s0,i0,r0) 1 ­ v) ,0, 
fj, + p \i + p 
(b) Se 1Z^P+VRN > 1 então o sistema admite o ponto de equilíbrio de não doença 
/7o e o ponto de equilíbrio endémico U* = (s*,i*,r*) de coordenadas 
"f.a­.oíi ' yVP+VRN j ' snVP+VRN '1­lÁ + V­
Demonstração: Relativamente ao ponto de equilíbrio de não doença, os valores de 
so e ÍQ já foram calculados anteriormente e ro = 1 — so — ÍQ. Pelas suas coordenadas 
verificamos que este ponto de equilíbrio existe sempre. 
Para a determinação do ponto de equilíbrio endémico, igualamos i' em (5.2) a zero 
obtendo 
s* - V + T 
0 ■ 
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Substituindo este valor na equação s' = 0 temos 
( l ­ v ) M ­ ( M + p ) i i ± I ­ ^ a + I + r<* 
Pi* 
<í=> z = (1 — v) I 1 — VP+VRN 
A positividade do número de indivíduos em cada compartimento obriga a que o ponto 
de equilíbrio endémico só exista quando KQP+VR > 1. 
Teorema 5.1.5 
(a) Se 'R^P+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é globalmente 
assimptoticamente estável na região T. 
(b) Se 7Í^P+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente 
estável na região T — {(s, 0) : 0 < s < 1}. 
Demonstração: 
(a) A estabilidade local de t/0 é garantida pelo teorema 3.2.6. Relativamente à 
estabilidade global deste ponto de equilíbrio, como as órbitas são limitadas 
(proposição 5.1.3), o Teorema de Poincaré ­ Poincaré ­ Bendixson garante que 
qualquer órbita com condição inicial em T = int(T) tende (t —► +oo) para um 
ponto de equilíbrio, para um ciclo limite ou para uma "cadeia cíclica", ou não 
existe limite e essa órbita é periódica. 
No entanto, 
­ não existem pontos de equilíbrio em T; 
­ não existem ciclos limite nem órbitas periódicas contidos em T porque o 
sistema é de dimensão dois e, consequentemente, os ciclos limite e as órbitas 
periódicas devem conter pelo menos um ponto de equilíbrio no seu interior; 
­ não existem "cadeias cíclicas"em T porque o ponto de equilíbrio de não 
doença é localmente assimptoticamente estável. 
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Assim, todas as órbitas com início em int(T) tendem para o ponto de equilíbrio 
de não doença. 
(b) Para estudar a estabilidade local dos pontos de equilíbrio consideramos o sistema 
(5.3). A matriz jacobiana associada num ponto (s, i) genérico é dada por 
í-(fi + p)-f3i -PS + T \ 
\ 0i ps-bi + r))' 
que avaliada em UQ se reduz a 
f-Qi + p) - / 3 ( 1 - ^ + r \ 
V ° 0(l-")5fe-(M + T),/' 
Os valores próprios desta matriz são as entradas da diagonal. A condição 
TZQP+VRN > 1 implica que tenham sinais contrários e portanto que i/o seja 
um ponto sela. 
Relativamente a U* tem-se 
\ / 3 ( 1 - ^ ) ( 1 - 5 ^ 
Os valores próprios da matriz são 
-M + y/M2 - 4N x -M - y/M2 - 4N 
^i = õ e A2 = • 
onde 
M = (/z+p)+/?(l-i/) ( l - nVP\VRN) e TV = ii(3(l-u) ( l - nVp+v,iN 
Como N > 0, os valores próprios têm parte real negativa e portanto o ponto U* 
é localmente assimptoticamente estável. 
A estabilidade global de U* é obtida por aplicação do Teorema de Dulac. Es-
colhendo a função j(s,i) = -, diferenciável no aberto simplesmente conexo 
T = int(T), tem-se 
— í-((1 - u)n - (n + p)s - I3si + ri)) + j . (-T(0SÍ - (n + T)Í) 
< o, 
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em T. Concluímos que não existem órbitas periódicas (nem ciclos limite) em T. 
Pelo Teorema de Poincaré - Bendixson, o conjunto w-limite de qualquer órbita 
com início em T só poderá conter pontos de equilíbrio. Como U* é o único ponto 
de equilíbrio em T (e até já se viu que é localmente assimptoticamente estável), 
conclui-se que qualquer órbita com início em T tende (t —> +00) para este ponto 
de equilíbrio. 
T = TU{(s,0)|0< s < l}U{(s,i)\s> 0, i >0, s 
= f U T, U T2 
1} 
e qualquer órbita com início em Ti tende para t/o (pelo estudo da sua estabilidade 
local), e qualquer órbita com início em T2 tende para U* (pela direcção e sentido 
do campo de vectores). 
5.2 População de tamanho variável 
5.2.1 Com termo de contágio /3SI 
j ) 
1 - v A fíT 
' , n r R 1 O ' 1 
T ^ ,1 Y^D l" 
Figura 25: Modelo SIS com vac. prop, e de recém-nascidos numa pop. de tam. variável e termo de contágio 0SI. 
As equações do modelo são 
S' = (1 - v)k - (n + p)S - PSI + TI 
I' = (3SI-(H + T + IXD)I (5.4) 
R' = pS + i/A - /iR 
(TV' = A-nN-nDI). 
Fazendo S = N -- I — R obtemos o sistema equivalente dado por 
I' = I\P(N-I-R)-(JÍ + T + HD)] 
R' = p(N -I) + uA-(p + fj)R (5.5) 
N' = A - fiN - fiDI. 
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Proposição 5.2.1 O número de reprodução básico associado ao modelo é 
JTVP+VRN 0 
1 
U + T + UD 
(1-v) 
A 
H + p 
Demonstração: Consideremos o sistema (5.4). Sejam X = (I,S,R) 
(pSl\ ( r . . -L^-1- . . -M \ 
^ ( X ) 0 
\° J 
V(X) (H+P)S + /3SI-TI - ( 1 - I / ) A 
e X „ s = {(0,S,R)\S > 0, R > 0} o espaço de não doença. As hipóteses (H1)-(H4) 
referidas na secção 3.2 são trivialmente satisfeitas. Vemos em seguida que (H5) é 
também verificada. 
O ponto de equilíbrio de não doença de (5.4) é o ponto de equilíbrio do sistema 
S' = (l-v)A-(n+p)S 
R' = pS + vA- nR, 
pelo que tem coordenadas 
/ . , A A p + va \ 
i/o = 50,/o,Ro) = 1 - ^ — — A - — r £ • 
V u + p u u + v ) 
Os valores próprios da matriz 
/ - ( M + T + ^ J ) 0 
-dV(U0) -P0--V)ï£ï+T -(M+P) 
V p 
o 
têm parte real negativa. A hipótese (H5) é satisfeitf 
Sejam agora F e V as matrizes l x l definidas por 
F : - d - ë =/?(l-V " 9Vi 
9 / |[/0 
e ^ = ^ = U + T + UD. 
[i u+P 01 \u0 
O operador da próxima geração é então 
FV~l = p- (1-v) 
A 
a + T + HD V ' M + P ' 
pelo que TZQP+VRN , sendo o valor próprio dominante de FV"1 , coincide exactamente 
com essa expressão. 
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Observação 5.2.2 Na expressão do número de reprodução básico, (3 é o coeficiente 
de transmissão, —q-— é a duração média do período efectivo de infecciosidade e 
(1 — i/)-r- = (1 — v) - -T- = - ( 1 — 2±í2£ ) e o número de susceptíveis no ponto 
de equilíbrio de não doença de (5.4)- - é o número de indivíduos que permanecem 
efectivamente no compartimento dos susceptíveis, por unidade de tempo, depois de 
para lá terem entrado (por imigração ou por nascimento). 
Observação 5.2.3 
(a) A solução da equação diferencial N' = A — [iN é dada por 
N(t) = (N(to) - - ) e-"(*-*^ +-
e 
lim N(t) = - . 
t ^ + oc \x 
Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, podemos também escrever N(t) = N(to) + j t (A — fiN(s))ds. 
(b) A solução da equação diferencial N' = A — IJ.N — fír}I com / ^ O é 
N(t) = N(t0) + f (A - nN(s))ds - HD I I(s)ds < N(t0)+ / (A -/iJV(s))ds 
•/tu Jto J -'to 
portanto é estritamente menor do que a solução da equação de (a). 
Proposição 5.2.4 As regiões simplesmente conexas 
A 
Q =-- { (I, R, N) : I > 0, R > 0, / + R < N < 
t1 
Q' = 1{S,I,N):S>0,I>0,S + I<N<-
são regiões positivamente invariantes para os sistemas (5.5) e (5.4), respectivamente. 
Em particular, as semi-órbitas positivas dos sistemas são limitadas. 
Demonstração: Vamos mostrar primeiramente que a região O é positivamente in-
variante para o sistema (5.5). Em qualquer ponto do tipo (0, R, N) tem-se / ' = Oe 
em qualquer ponto do tipo (J, 0, N) tem-se R! = p(N — I) + vk > 0. 
Quanto a N': 
Caso 1: / = 0. 
Neste caso, N' = A - fiN e a sua solução é N{t) = (N{t0) - j ) e ' ^ ^ + J . 
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0,4 
Figura 26: Gráfico da função N(t) nos casos em que JV(ío) < ­ e JV(ío) > j j . 
O único ponto de equilíbrio da equação é £. Em particular, a região 
vãmente invariante, o que quer dizer que N(t) < ^ para todo o tempo i > 0. 
Caso 2: / ^ 0. 
Neste caso, AT' = A ­ /xiV ­ /Ltxji < A ­ /xAT. 
é positi­
Figura 27: O gráfico a vermelho representa o comportamento típico das soluções da equação diferencial N' = A 
ft/V ­ \iDl nos casos em que iV(io) < „ e ^(*o) > „■ 
Há duas situações a considerar: 
(i) Se í0 for tal que N(l0) < ­ então N(t) < ^ para todo o tempo /. > /,0. 
(ii) Se ío for tal que N(t0) 
N' < 0 . 
­ então N(t) < ­ para todo o tempo / > í() porque 
Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que 
N(t) < —, para todo o tempo t 
­ [i 
e concluímos que 0<I­\­R<N<­. 
Para mostrarmos que Í2' é uma região positivamente invariante para (5.4) observamos 
que em qualquer ponto do tipo (0, / , N) se tem S' = (1 ­ V)K + TI > 0, e em qualquer 
ponto do tipo (5,0, AT) se tem / ' = 0. Como já vimos anteriormente que N(t) < yt 
para todo o tempo í, resulta que 0 < 5 + / < A ^ < ^ . 
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Proposição 5.2.5 
(a) Se TZQ < 1 então o sistema (5.5) admite um único ponto de equilíbrio, o 
ponto de equilíbrio de não doença, de coordenadas 
H n + p \i 
(b) SeTZ0 > 1 então o modelo admite o ponto de equilíbrio de não doença UQ 
e o ponto de equilíbrio endémico U* = (I*,R*,N*) de coordenadas 
. A / 1 \ p . . vA A­fiDr 
Demonstração: Pelas coordenadas 5o, /o e Ro do ponto de equilíbrio de não doença 
anteriormente determinadas tem­se 
N0 = S0 + /o + Ro = ­■ 
I* 
Para o cálculo do ponto de equilíbrio endémico consideramos o sistema (5.4). De / ' = 0 
e / 7^  0 obtém­se 
V + T + \lD S ­ ' 1 ' 
que substituindo em R' = 0 dá 
R* = ­ÏT(V + T + HD) + — (>0) , P/u M 
Para determinar o valor de /* substituímos S pela expressão de S* anterior na equação 
S" = 0 e obtemos 
(1 — i/)A — /3/ ­ (p + P) ã + TI = °> 
donde 
r­ri­rt­^ 
M + MD 
, _ (M + PXM + T + /ÍD) 
/9(1 ­ i/)A 
r = íi­,)­A­íi /i + / iD V 7*o 
Em particular tem­se também iV' = 0 e portanto 
A ­ tiDI* 
VP+VRN 
N* 
/' 
Como o número de indivíduos infectados no ponto de equilíbrio endémico tem de ser 
positivo, U* só existe quando TZ^P+VRN > 1. 
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Teorema 5.2.6 
(a) Se TZQP+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é localmente 
assimptoticamente estável. 
(b) Se 1ZQP+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U* é localmente assimptoticamente 
estável. 
Demonstração: 
(a) A estabilidade local de UQ é garantida pelo teorema 3.2.6. 
(b) A matriz jacobiana num ponto (/, R, N) genérico associada ao sistema (5.5) é 
dada por 
f{5(N - I - R) - (n + T + fiD) - (31 -(51 01^ 
-P ~(P + P) P > 
\ -IJ-D 0 -nj 
que avaliada no ponto de equilíbrio de não doença se reduz a 
-(/J. + T + /JLD) 0 0 \ 
-P - ( / í + P) P 
~VD 0 -l>) V 
A matriz tem dois valores próprios negativos e um valor próprio positivo (que 
resulta da condição TZQP+VRN > 1), pelo que U0 ê um ponto sela. 
No ponto de equilíbrio endémico, por se ter / ' = Oe consequentemente 
p(N* _ /* - R*) - (n + T + (iD) = o, 
a matriz jacobiana reduz-se a 
(-(51* 
-P 
-(51* (51*^ 
-(p + p) p 
0 - M y 
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Após manipulações algébricas simples, a equação característica correspondente 
pode-se escrever na forma 
A3 + a1X2 + a2\ + a3 = 0 
com 
cu = f3F+p + 2fi, 
a2 = 131* {2jji + HD) + ii(/j, + p), 
a3 = (3I*[x(fi + fiD). 
Como ai,a3 > 0 e 
= (/?/* + p + 2/i) [/?/*(2// + /xD) + M(M + P)] - /9/>(/i + MD) 
= P2r2(2fi + nD) + 01*/ip + (3I*p(2fi + fiD) + np(n + P) + 4(31* fi2 + J3I* miD + 
+ 2^2(M + P) 
> o, 
o Critério de Routh - Hurwitz permite mostrar que todos os valores próprios da 
matriz têm parte real negativa, concluindo que U* é localmente assimptotica-
mente estável. 
Teorema 5.2.7 Se Ti^p+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é 
globalmente assimptoticamente estável em £1'. 
Demonstração: A prova é constituída por duas partes. 
(1) Suponhamos que o número de reprodução básico do modelo correspondente sem 
vacinação (secção 4.2.1) é inferior ou igual a um, isto é, 
/3- - < 1 (5.6) 
H p. + T + \XD 
(a condição 1ZQP+VRN < 1 permanece válida) 
Do sistema (5.4) vem que 
/ ' = I[f3S - (/i + r + no)} < I (3 [n + T + HD) < 0, 
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pela hipótese (5.6) e portanto I é uma função decrescente. Mais ainda 
0 < 7 < ^ . 
Sendo uma função monótona e limitada, I é convergente e portanto tem-se 
necessariamente 
lim I'(t) = 0, 
t—»+oo 
isto é, 
lim Ht) = 0 ou lim S(t) = S = !i±I±M. 
í-^+oo t—>+oo p 
Suponhamos que 
lim I(t) = Ï ? 0 e lim 5(í) = 5 = ^ + r + ^ . 
t—>+oo t—>+oo p 
Como 0 < I + S < - (em íí') ter-se-ia 
e portanto 7 = 0. 
Pela dependência contínua das soluções em relação ao campo de vectores, à 
medida que I(t) tende (t —* +oo) para 0, a solução de N' = A — \iN — \ir,I 
tende (t —> +oo) para a solução de TV' = A — /i/V. Assim 
lim AT(í) = - . 
Relativamente à função 5(t), teremos, de forma análoga, 
lim S(t) = ( l - i / ) - ^ - = - ( 1 - 1 / ) - ^ -
í^+oo /x + p ii H + p 
donde resulta também que 
lim R(t) = lim (N(t) - S(t) - R{t)) = ±l±^R, 
(2) Suponhamos que 0$ j ^ ^ > 1 e K%P+VRN • : 1. 
yáI±B£. divide a região íí' em duas regiões 
A primeira condição implica que - > M + T j ~ ^ D o que significa que o plano S 
Relativamente à segunda condição (H0 < 1), esta é equivalente a 
/J n + T + [in n l — v 
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e implica 
So = ­ ( l ­ i / ) — — ■ < T . 
p p + p f3 
(5.8) 
Quando 5 = v+T+^ temos 
g,g_/.+r+MP = (1 ­ i / ) A ­ (M + P ) ­ — ­ p i ­ f r7 |S= 
= ( l ­ i / ) A ­ ( / i + p) 
< ( l ­ i / ) A ­ ( ^ + p) 
/3 
p + r + pD 
(3 
p + r + pD 
/3 
{p + pD)l 
0 
Por (5.8) concluimos que 
S' !í±I±m < (1 ­u)A­(p+p)­(l­ v)­^ ==0. A,. M 
Da invariância positiva de O' (proposição 5.2.4) e do sinal de 5' restrito a 5 
ii+T+HD ^ r e s u l t a que a região Q! — Qi onde 
fii = l(S, I, N) : M + ­ g + ^D < S < N < ­ , 0 < / < A ­ g 
é positivamente invariante para (5.4). 
S _ /HT I,«, 
S!' - S i , 
Figura 28: Projecção para o plano OIS do campo de vectores restrito a S = ­—­\ ll" . 
De seguida é apresentado um lema necessário para concluir a demonstração. 
Lema 5.2.8 Na região Q,u T > 0 e S' < 0. 
Demonstração: / ' = I[f3S ­ (p + T + pD)} = (31 [S ­ ^f^y Como 
S > f ' + y ° em ÍÍ! vem que / ' > 0 em Í2X. 
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As condições S > ^+T^D e 0 < / < ft (válidas na região Qi) implicam que 
S' < {1 - u)A - ^~(ii + T + nD) - - ( / / + T + /ÍO) f r -p \i /i 
_ A ( ^ - , - ^ ) - ^ ( , , + , + ,^) 
- ( -„-<*)A-*±ÍW + W), 
< o, 
em ííi. 
Como 5" < 0 em Qi e S" < 0 no plano S = ^+T+^D concluimos que qualquer 
solução com condição inicial em Qj entra na região positivamente invariante 
Çl' — Qi num período finito de tempo. Em Q' - Qi as órbitas têm o mesmo 
comportamento do caso (1) pelo que U0 é globalmemte assimptoticamente estável 
em Q'. 
Teorema 5.2.9 Se Tl%p+VRN > 1 então: 
(a) o ponto de equilíbrio de não doença U0 é um ponto sela (instável); 
(b) seja 
M 
( fím Í3m+np np-0m\ 
^ p n(fjL + p) f 
/j,Q—f3m —np 
\ 2 2 / ' / 
Se existirem constantes positivas m e n de forma que a matriz M seja definida 
positiva, então o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente assimptotica-
mente estável em O' - {(S,0,JV) : 0 < S < N < j } . 
Demonstração: Já foi visto anteriormente que UQ é um ponto sela nestas condições. 
Quanto ao ponto de equilíbrio endémico, reescrevemos o sistema (5.5) na seguinte 
forma: 
/ ' = I\J3{N-I-R)-(IÍ + T + IÍD)] 
= pi [{N - N*) - (I - /*) - (R - fí*)} + pI(N* - I* - R*) - /(// + r + (iD) 
= pi [(N - N*) - (/ - /*) - (R - H*)} + PIS* - I{(x f r + fiD). 
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Sendo S* = tíáI±ho_^ a p rimeira equação de (5.5) é equivalente a 
V = pi {{N - N*) - (/ - /*) -(R- R*)}. 
Relativamente à segunda equação de (5.5) temos 
R = p(N - /) + i/A - (// + p)R 
= p(N - N*) - p(I - I*) - p(R - R*) + p(N* - I* - R*) + vk-nR 
= p{N - N*) - p(I - F) - p(R - R*) + pS* +vA- JJLR. 
Como R* = -(pS* + vk) vem que 
R! = P(N - N*) - p(I - I*) -{fi + P)(R- R*). 
Quanto à equação de N', e usando N* = A~ /y /*, temos 
N' = A-HN-UDI 
= -n(N-N*)-nD(I-r)-nN'-nDr + A 
= -ii{N-N*)-nD(I-r). 
O novo sistema é então 
/ ' = f3I[(N-N*)-{1-I*)-(R-R*)} 
m = p(N-N*)-p{I-F)-(ii + p)(R-R*) (5.9) 
N' = -n(N-N*)-»D(I-I*). 
Considerando a mudança de coordenadas 
x = I - I*, y = R- R*, z = N -N*, 
o sistema (5.9) simplifica-se, ficando 
x' = j3(x + I*)(z - x - y) 
y = pz - px - (n + p)y (5.10) 
Z — —flZ — [loX. 
Seja 
W(I, R,N)=m(l-r- F In Vj + ^(R - R*)2 + ±(N- N*)\ 
Vamos verificar quais as condições a serem satisfeitas para que W seja uma função de 
Liapunov estrita para o ponto de equilíbrio endémico de (5.5). Seguindo as condições 
referidas em (2.0.10), temos 
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(i) w(r, R*, N*) = m(r ­1* ­1* in £ ) + § (R* ­ /?*)2 + |(ÍV* ­ /v*)2 = 0. 
Além disso, a função f (/) = / — I* — I* In ­4 tem um mínimo local em / = /* e 
portanto VF(7, ­ft, N) > 0 para todo o terno ordenado (/, R, N) diferente de U*. 
(ii),(iii) 
­(W(I,R,N)) = {dW(I,R,N))(I',R',N' 
V = ml' ­ ml*­ + n{R ­ R*)R' + {N ­ N*)N' 
m T ( 1 ­ — ] + nyR' + zN' 
= mx' í 1 — x + Î* + nyy' + zz'. 
Por (5.10) fica 
d 
dl (W(I,R,N)) 
m(3I{z ­x­y)[l ­ y ) + ny[pz ­ px ­ (/J + p)y] + z{­\xz ­ JJ,DX) 
= mj3(x + I*)(z ­ x ­ y) 1 /* + nyps ­ nyp.x — ny2(p, + p) ­ //22 — 
—/Í£)X2 
m/3 (2 — x — j/)x + nypz — nypx — ny2(p + p) — /122 — JUD^Z 
­ u M u T 
onde 
u = [x,y,. 
M = 
V 
m 
/jm+np 
2 
Hp­fim 
2 
flm+np 
2 
n(p + p) 
/ ' ■ / ) ­Jm\ 
np 
2 
/' y 
Observamos que a função W é uma função de Liapunov estrita para U* se existirem 
constantes positivas m e n d e forma a que a matriz M seja definida positiva, pois aí 
teremos £(W(I, R, N)) = 0 se e só se (/, ft, AT) = (/*, ft*, N*). 
Assim, se existirem tais constantes, resulta, pelo teorema 2.0.10, que U* é globalmente 
assimptoticamente estável. 
Em seguida, faz­se uma observação útil para o teorema 5.2.9. 
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Observação 5.2.10 As condições do teorema 5.2.9 podem ser satisfeitas com parâmetros 
adequados. Se, para quaisquer constantes positivas /j, e p, a constante positiva /jbp 
satisfizer a desigualdade 
então a matriz M é definida positiva quando 
2/x + IID 2/X + pLD 
m = e n = . /3 V 
A demonstração deste resultado será feita mais à frente numa situação mais geral 
(Observação 6.2.8). 
5.2.2 Com termo de contágio (3jjl 
([-v)9N 
S 
f*¥ \v6N 
R 
f(N)\ f /(iV)]pD ~JT(N) 
Figura 29: Modelo SIS com vac. prop, e de recém-nascidos numa pop. de tam, variável e termo de contágio 0yj 1. 
As equações do modelo são 
S' = 
r = 
R' = 
(N' = 
v)dN-Pp-[f(N)+p}S + Tl 
S 
f3-I-[T + ^ D + f(N)]I 
pS + vON - f{N)R 
N[d-f(N)]-iiDI). 
(5.11) 
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Sendo s = | | í - | e f = | tem-se, por manipulações algébricas simples, 
S' N' 
S = N~^S 
= (1 - v)9 - ((3 - fiD)is - (0 + p)s + ri, 
1 N Nl 
= i[/3s + fiDi - (9 + T + fiD)], 
N ~7v? 
ps + u9 — 9r + /j-oir. 
r " NT 
Em termos de proporções, o sistema (5.11) escreve-se então 
s' = (1 - v)9 - [0 + p)s - (/? - nD)si + ri 
i' = i\j3s + pDi - (9 + r + pD)] (5.12) 
r' = ps + v9 — 9r + fipir 
e, uma vez que s + i + r = 1, basta considerar 
s> = (i-v)e-((3-nD)si-{9+p)s + TÍ (5.13) 
i' = i[/3s + pDi — (9 + T + fiD)]. 
Proposição 5.2.11 0 número de reprodução básico associado ao modelo é 
nVP+VRN = p i ( 1 _ v) 
+ T + \XD V + V 
Demonst ração: Vamos considerar o sistema (5.13). Seja x = (i,s), 
* ( * ) = H , V(x) = ( (8 + T + »D)i-,Di> \ 
\ 0 ) \f3si +(9 + p)s - (1 - u)6 - ixDis - TI) 
e X s = {(0,s)|s > 0} o espaço de não doença. As hipóteses (H1)-(H4) referidas na 
secção 3.2 são trivialmente satisfeitas. 
O ponto de equilíbrio de não doença de (5.13) é o ponto de equilíbrio de 
s' = (1 -v)9-{9 + p)s 
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pelo que tem coordenadas 
Uo = (so.io) = ( t 1 " ^ ^ ' 0 
Os valores próprios da matriz 
\(f,D­ /?)(i ­ « O ^ + T ­y+p)) 
têm parte real negativa. Isto mostra que a hipótese (H5) é satisfeita. 
Sendo F e V as matrizes l x l definidas por 
F=d­p ­ f l i ­ , ) , ^ ­ * v = ^ = « + '■ + «>■ 
cn |c/0 0 + p Cz |c/0 
tem­se 
nVP+VRN = p ( F F ­ 1 ) = /3 1 (1 ­ V) 0 + r + HD 9 + p 
Observação 5.2.12 Na expressão de TZQP+VRN, f3 é a taxa de contactos adequados, 
gT^rr— é a duração média do período efectivo de infecciosidade e (1 — )^ j^z = í — ^f^r 
é a proporção de indivíduos susceptíveis no ponto de equilíbrio de não doença de (5.13). 
A justificação desta expressão á análoga à apresentada na observação 5.1.2. 
Proposição 5.2.13 A região simplesmente conexa 
T = {(s,i) : s > 0 , i > 0 , s + i < 1} 
é positivamente invariante para (5.13). Em particular, as semi­órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: Em qualquer ponto do tipo (0, i) tem­se s' = (1 — v)9 + ri > 0 
e em qualquer ponto do tipo (s,0) tem­se i' = 0. Para além disso, nos pontos (s,i) 
pertencentes à recta s + i — 1 tem­se 
s' + i' = 9 — v9 ­ ps + noi(s + i) ­ 6(s + i) — [ioi 
= —v>9 ­ ps 
< 0. 
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k 
Figura 30: Região T e a direcção do campo de vectores sobre a fronteira. 
Proposição 5.2.14 
(a) Se KQP+VRN < 1 então o sistema (5.12) admite apenas o ponto de equilíbrio de 
não doença U0 = (so,«o,To) = ((1 - ^ ) ^ 0 , 2&^ ) . 'e+p' ' 0+p J 
(b) Seja Lp a função definida por 
+ {9 + p){g + T + ^D){7ZVP+VRN_l) 
Se Tl^p+VRN > 1 então o sistema admite dois pontos de equilíbrio, o ponto de 
equilíbrio de não doença U0 e o ponto de equilíbrio endémico 
U* = (s*,i*,r*) = ( (g + ^ ) - ^ > , r . 
onde i* é a solução da equação ip(i) = 0 e r* — 1 — s* — i*. 
Demonstração: As coordenadas s0 e i0 de U0 já foram calculados anteriormente. O 
valor de /¾ obtém-se de 7¾ = 1 — SQ — io-
Para discutir a existência do ponto de equilíbrio endémico do sistema (5.12), vamos 
analisar a existência de soluções no interior da região T limitada por 
(3s + \iDi - (9 + T + no) = 0 
(/3 - fiD)si + (9 + p)s -ri = (1 - //)(9, 
(5.14) 
que são as curvas isóclinas de (5.13). Da primeira equação de (5.14) vem s* 
{£±I±EjûzMïLm Substituindo esta expressão na segunda equação de (5.14) e, após 
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algumas manipulações algébricas simples, obtemos ip(i) = 0, onde a função ip(i) é 
dada por 
I*DW-HD)Í2 -i(3(fiD+o)- IMD(T+nD+p+2e)]í + (9+p)(e+T + fiD)(nv0 VP+VRN 1). 
Assim, i*, se existir, é solução da equação tp(i) = Oe nesse caso ter-se-á também 
r* = 1 — s* — i*. 
Seja TZi o número de reprodução básico do modelo correspondente sem vacinação 
(secção 4.2.2) e suponhamos que é inferior ou igual a um, isto é, 1Z\ — e — < 1 
(o que implica Tl^p+VRN < 1). 
Vamos estudar o comportamento da recta l\ : (3s + \x&i — 9 + r + \in em relação à 
região T. 
Se s = 0 então temos i = e+T+IÂD > 1 e, quando i = 0 verificamos que s = e+T^D > 
1, levando-nos a concluir que a recta l\ encontra-se no exterior de T e portanto não 
existem pontos de equilíbrio endémicos nesta situação. 
Figura 31: A recta l\ encontra-se no exterior da região T. 
Suponhamos agora que 7£i > 1 (o que implica, em particular, \iv < f3). 
De forma análoga ao caso anterior analisamos o comportamento de Zi em relação à 
região T e observamos que existe um ponto de intersecção entre a recta l\ e a recta de 
equação s + i = 1, o qual denotamos por M. 
Figura 32: Ponto M de intersecção da recta l\ (a vermelho) com a recta de equação s + i = 1. 
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Resolvendo o sistema de equações 
/3s + fiDi = 
s + i = 
T + HD 
L, 
verificamos que a ordenada i do ponto M é a proporção de indivíduos infectados no 
ponto de equilíbrio endémico do modelo sem vacinação correspondente, isto é, 
J = t±±I±M e o < í < l . 
p- HD 
Assim, a existência do ponto de equilíbrio endémico é equivalente à existência da 
solução da equação <p(i) = 0 no intervalo ]0,i[. Ora 
tp® = Mij(^-Mc)i2-[/3(/*i)+«)-^(r+/iD+iH-2(9)]î+(e+p)(e+T+Mij)(^,,+ViW-l)> 
(5.15) 
o que é equivalente, após uma série de cálculos e simplificações, a 
(/?-MDMÍ) - -P[V9(P-HD)+P(6 + T)\. 
Se Tlx > 1 e TilP+VRN < 1 obtemos 
¥»(*) = -r < 0, 
P — V-D 
^(o) = {9 + p)(e + r + ^D)(nv0p+VRN-i) < o. 
Como o gráfico de ip é uma parábola com concavidade voltada para cima, se 7 i^ > 1 
e TZ^P+VRN < 1 então a equação (p(i) = 0 não tem soluções no intervalo ]0, i[. 
Figura 33: Gráfico da função tp considerando que I/J(0) = 0. 
Concluímos da análise feita que quando TZQP+VRN < 1 o sistema (5.12) admite apenas 
o ponto de equilíbrio de não doença . 
Se TZ, VP+VRN 0 > 1 então TZi > 1. Em particular /.iD < (3 e da equação (5.15) 
verificamos que ip(i) < 0 e ip(0) > 0. 
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Figura 34: Gráfico da função ip no caso em que tp(0) > 0. 
Daqui resulta que a equação ip(i) = 0 tem uma única solução no intervalo ]0, i[ e 
portanto quando j ^ p + V R N > \ 0 sistema (5.12) admite dois pontos de equilíbrio: o 
de não doença e o endémico. 
Teorema 5.2.15 Se IZQ < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é 
ite assin 
sela (instável). 
um nó localment  mptoticamente estável e se 1ZQP+VRN > 1 então UQ é um ponto 
Demonstração: Consideremos o sistema (5.13). A matriz jacobiana associada num 
ponto (s, i) genérico é dada por 
/ ' ­(/? ­ liD)l ­ (6 + p) ­(P­flD)s + T \ 
\ /3i /3s ­ (6 + r + fj,D) + 2/j,Di) ' 
portanto em UQ 1 ­ ^ ) ^ , 0 ) vale 
■(0+p) ­{t3­iiD){l­u)^rn+T 
0 (9 + T + iiD)(Ry0 
e+p 
VP+VRN 
e daqui se conclui que C/o é um nó localmente assimptoticamente estável se 1Z0 +VRN < 
1 e é um ponto sela (instável) se TZQP+VRN > 1. 
Em seguida é apresentado um lema necessário ao estudo da estabilidade local do ponto 
de equilíbrio endémico. 
Lema 5.2.16 Se existir um ponto de equilíbrio endémico U* = (s*,i*) de (5.IS) 
então 
ip'(i*) < 0 e i* < i = 9 + p 
(onde if é a função da proposição 5.2.14)­
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Demonstração: Da demonstração da proposição 5.2.14, no caso de existência do 
ponto de equilíbrio endémico, a função (p pode ser representada graficamente por 
Figura 35: Gráfico da função ip no caso de existência do ponto de equilíbrio endémico. 
donde resulta facilmente que tp'(i*) < 0 e que i* < i < 1. 
Se i > 1 então i* < i e o lema fica provado. Se i < 1 então a desigualdade 9+p < [io 
é verificada. Após manipulações algébricas simples obtemos 
HD<p(i) = P {p[(0 + p) ­ HD] ­ HDVQ} ■ 
Como 9+p < HD então HD^ÍÍ) < 0 e portanto ip(i) < 0. Pela demonstração da 
proposição 5.2.14 (no caso de existência do ponto de equilíbrio endémico) e vendo a 
figura 35 concluímos que i* < i. 
Teorema 5.2.17 Se TZQP+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio endémico U* é 
localmente assimptoticamente estável. 
Demonstração: A matriz jacobiana associada ao sistema (5.13) e avaliada em U* = 
(s*,i*)ê 
Jac{U*) ­(l3­pD)i*­(9 + p) ­(f3­(iD)s*+T \ (3i* ps* ­{9 + T + fiD) + 2pLDi\ 
O determinante e o traço da matriz são 
det{Jac{U*)) = [­(f3 ­ ^D)i* ­(9 + p)][(3s* ­ (9 + T + p,n) + 2/ ÍDf ] + [(/? ­ (JLD)S* + T)(3Í* 
tr{Jac{U*)) = [­{(3 ­ fxD)i* ­{9 + p)) + [/3s* ­ (9 + r 4 p,D) + 2/iflt*], 
respectivamente. 
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Substituindo o valor de s* por L+I±Mi ^ P ' G) a pó s algumas simplificações, obtemos 
det(Jac(U*)) = ­i* {2IID(P ­ ^D)i* ­ \J3(JÍD + 0) ­ nD{j + fiD+p + 26)}} 
= -»y(o 
> o, 
tr(Jac(U*)) = ­{/3 ­ /j,D)i* + (iD(i* ­ t) < 0, 
pelo lema 5.2.16. Logo U* é localmente assimptoticamente estável. 
Para facilitar o estudo da estabilidade global do ponto de equilíbrio de não doença, 
apresentamos o seguinte lema. 
Lema 5.2.18 Se Kx = ­ 0 +fí > 1 e KÏP+VRN < 1 então 
(a) se í» e íaZ gue (s(í*),i(í*)) pertence ao interior da região 
Di = {(s, i) : s > 0, i > 0, s + i < 1, /?s + /i£>i > 0 + r + MD} > 
eníão i'(í*) > 0 e s'(U) < 0; 
(b) a região 
D2 = {(s,i) : s > 0, i > 0, s + i < 1, /3s + \XD% < 6 + T + fiD} 
é positivamente invariante para (5.13). 
Demonstração: 
(a) O sistema (5.13) tem a curva isóclina l\ : j3s + \xDi — 9 + r + [io­ Sabe­se pela 
demonstração da proposição 5.2.14 (no caso em que 1Z\ > 1) que a ordenada do 
ponto de intersecção (M) de li com a recta s + i = 1 é i. O ponto de intersecção 
da recta li com o eixo dos ss, o qual denotamos por N, tem abcissa s^ = ^­­
Como i' = i{j3s + JJLDÍ ­ {0 + T ■+ JXD)] e i > 0 vem que 
., ^ + r + /iD ­ /?s 
MD 
donde resulta que para todo o í* tal que (s(í*),i(í*)) pertence ao interior de Di 
tem­se que i'(t*) > 0. 
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Figura 36: Sinal de i' no interior da região D\. 
Para provar que s'(í») < 0 consideramos a curva isóclina 
l2 : (/? - MD)S? + (# + 7>)s - ri = (1 - i/) 
ou equivalentemente 
^ = 
( l - i / ) 0 - ( 0 + p ) « 
(/3 - (JLD)S - T 
Esta curva tem como assimptotas vertical e horizontal as rectas 
r „ 9 + p 
s = > 0 e i = < 0, P - HD P- \ÍD 
respectivamente. 
Mais ainda, l2 intersecta o eixo dos ss em s0 e o eixo dos ii em — ~"'' 
Já vimos que se TZQP+VRN < 1 então o sistema (5.13) tem apenas o ponto 
de equilíbrio de não doença. Isto implica que as curvas isóclinas l\ e l2 não 
se intersectam no interior da região T. Como TZQP+VRN < 1 concluímos que 
so < SN e portanto que o segmento de recta MN está acima de l2. 
Figura 37: Possível representação da curva isóclina li. 
Como s' = (1 — v)0 - (P - IXD)SÍ — (0 + p)s + ri então 
si < 0 <^> <[(/?-AÍD)« - r] > - ( 0 + p)s + (l -u)9. 
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Olhando para a figura anterior verificamos que só nos interessa a região em que 
s > ,_ — e portanto 
s' < 0 i > [l ­ u)9 ­ (9 + p)s (P ­ /J,D)s ­T 
donde resulta que para todo o í* tal que (s(í*),i(í*)) pertence ao interior de D\ 
se tem que s'(í») < 0. 
Figura 38: Sinal de s' no interior da região D\. 
(b) Como i' = i[ps + \iDi — (0 + r + fj,D)] e i > 0 vem que 
9 + T + HD — Ps i! < 0 i < VD 
donde resulta que para todo o t tal que (s(t),i(t)) pertence ao interior de D2 
tem­se que i'(t) < 0. 
Uma vez que a região T é positivamente invariante para (5.13) (pela proposição 
5.2.13) e não existe nenhum ponto de equilíbrio na região Di, de acordo com a 
alínea (a), qualquer solução com condição inicial em Dx passa para D2. Supo­
nhamos agora que existe um instante íj tal que essa solução cruza a recta l\, isto 
é, passa de D2 para D\ num ponto com ordenada i{t\) / 0. 
' 1 l. 
1 \ 
, K ÍM ' ■ nw m. 0 8 síiMJv 1 « 
• 1 
Figura 39: Solução com início na região D2 e que passa para D\. 
Neste caso, i{t\) é um mínimo pelo que 
i'(íi) = 0 e *"(*!) > 0. 
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Ora 
^ = 0^(0 = ^ + ^ - ^ . 
MD 
Gomo i" = /3s + 'l[iDi — (9 + T + /Jo) vem que 
i"{U) = -3S{U) + 6 + T + HD 
< -PsN + 6 + T + flD 
= o, 
o que é impossível. 
Teorema 5.2.19 Se 1Z{) + < 1 então o ponto de equilíbrio de nào doença UQ é 
um nó globalmente assimptoticamente estável na região T. 
Demonst ração: Já vimos na proposição 5.2.14 que o único ponto de equilíbrio do 
sistema (5.12) quando IZQ P < 1 é o ponto de equilíbrio de não doença. Sendo T, D] e 
D2 as regiões definidas anteriormente, há várias considerações a fazer nesta situação: 
• pelo lema 5.2.18. qualquer solução com condição inicial na região D\ passa para 
a região D2 o, não volta para a região D\ ; 
• se (s(t),i(t)) G D2 então i(t) > 0 e i'(t) < 0. portanto existe lim,_,+0o i(t) e é 
não negativo; 
• qualquer solução convergente para um ponto, converge necessariamente para um 
ponto de equilíbrio e como no interior de D2 não existem pontos de equilíbrio, 
Í(t) ^f^+oo 0. 
Daqui concluímos que í/0 é um nó globalmente assimptoticamente estável na região 
l)2- Como já verificámos no lema 5.2.18 que qualquer solução com condição inicial em 
Di passa para D2, resulta que U0 é um nó globalmente assimptoticamente estável na 
região T. 
A seguinte proposição serve de apoio ao estudo da estabilidade global do ponto de 
equilíbrio endémico. 
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Proposição 5.2.20 A região 
íl = {(s, i,r) : s > 0. i > 0; r > 0. s + i + r = 1} 
é positivamente invariante para (5.12). Em particular, as semi-órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: Sempre que s = 0 e i + r = 1 temos 
i' + r' = vQ - 6(r + i) + fiDi(i + r) - (r + /j,D)i 
= e(u - 1 ) - TÍ 
< o, 
sempre que i = 0 e s + r = 1 temos 
s' + r' = (l-v)6-6(8 + r) + u8 
= o, 
e finalmente sempre que r = 0es + i = í temos 
s' + i' = (1 — u)6 — 9(s + i) + fir)i(s + i) — Hoi — ps 
= —vQ — ps 
< 0. 
1 i 
Figura 40: Região Si e a direcção do campo de vectores sobre a fronteira. 
Teorema 5.2.21 Se 1Z^P+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio endémico U* é global-
mente assimptoticamente estável na região íl. 
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Demonstração: Vamos estudar a estabilidade global de U* na região 
Q = {(s,i,r) :s>Q,i>0,r>0,s + i + r=­­l}. 
Pela proposição 5.2.20 a região Q é positivamente invariante para (5.12), pelo que as 
órbitas de (5.12) são limitadas. Sabemos, pelo teorema 5.2.17, que U* é localmente 
assimptoticamente estável. 
Pelo Teorema de Poincaré ­ Bendixson, para mostrar que U* é globalmente assimp­
toticamente estável basta provar que o sistema não tem órbitas periódicas nem ciclos 
na região invariante Q. 
A fronteira da região Cl não pode conter cadeias cíclicas a partir do ponto de equilíbrio 
de não doença (sela) porque como foi visto na demonstração da proposição 5.2.20 a 
direcção do campo de vectores nessa fronteira nem sempre é nula. Vamos ver o que se 
passa no interior de Cl. Por redução ao absurdo, supomos que o sistema (5.12) tem uma 
solução periódica <j)(t). A curva cf>(t) é o bordo de um domínio plano II pertencente ao 
interior de Cl. 
Representando por (/j , /2, /3) o campo de vectores do sistema (5.12), sejam 
\T F = ( /1 , /2 , /3 
G(s,i,r) = —UxF, sir 
onde U = (s,i,r)T. Então G ■ F = 0 e explicitando a função G obtemos 
G(s,i,r) = ( ­ , ­ , ­ ) x (/1,/2,/3) \ir sr siJ 
li _ li li _ li li _ li 
sr si 'si ir' ir sr 
(91,92,93)­
O rotacional de G é dado por 
'dg3 dg2 %i dg3 dg2 dgx 
di dr dr ds ' ds di 
que após vários cálculos simples dá 
'(3 T vQ ps p /3 6 ri (l­v) roi G = r sr ir2 ir2 ' r2 r s2r s2r ' 
A componente do rotacional de G na direcção normal ao plano que contém II é dada 
por 
1 / T (i + s)(v0 + ps) (i + r)[(l ­ u)6 + ri] + ps , ., , ; 0 em int(fl). 
­y/3 \ sr sir2 shr 
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no interior de Q. A componente Gt de G tangente à curva <9H" é dada por 
GF 
\F\ 0. 
O Teorema de Stokes afirma que 
0 . 
au 
^­J^ds = ­4= / í rot G ■ (1,1, ifds < 0, \F\ V3J Jn 
o que é uma contradição. 
Concluimos que o sistema não tem órbitas periódicas no interior de Í7, pelo que U* ê 
globalmente assimptoticamente estável. 
5.3 Modelo SIS com vacinação proporcional con­
ferindo imunidade total 
Nesta secção analisamos um caso particular do modelo anterior que estuda apenas o 
efeito da vacinação proporcional (isto é, considera v — 0). Este tipo de vacinação é in­
dicado para populações com uma proporção significativa de pessoas fisicamente débeis 
ou grupos de risco que alteram a letalidade da epidemia ao proteger os indivíduos mais 
fracos. 
5.3.1 População de tamanho constante [15] 
V 
,,/v 814, 
' . f " > T R * LJ ' 1 
\f " | M j„ 
Figura 41: Modelo SIS com vacinação proporcional numa população de tamanho constante. 
Dado que v — 0, do sistema (5.1) obtém­se 
,S" S liN ­ (fi+ p)S­(3­1 +ri 
I' = Pp­(p + r)I 
R' = pS — /J,R, 
(5.16) 
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e portanto, em termos de proporções de indivíduos, temos 
s' = p — (p + p)s — f3si + ri 
Ï = f3si-{p + T)i (5.17) 
r' = ps — pr, 
o que é equivalente a 
s' = p — (p + p)s — f3si + ri (5.18) 
i! = (3si — (p + T)Í. 
Tal como anteriormente, a região simplesmente conexa 
T = {(s,i) :s>0,i>0,s + i<l} 
é positivamente invariante para (5.18). 
Da proposição 5.1.1 resulta que 
>VP o l V o 1 f, P nV = p •— = i3 í 
P + T p + p p + T \ p. + p 
e tem-se 
Proposição 5.3.1 
(a) Se 7ZQP < 1 então o sistema (5.17) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença U0 = (s0 , i0 ,r0) = ( ^ , 0 , ^ J . 
(b) Se 1ZQP > 1 então o sistema admite o ponto de equilíbrio de não doença UQ e o 
ponto de equilíbrio endémico U* = (s*,i*,r*) = i^r-, 1 ~ 7^7^ TC^ ~ ^ ) • 
Relativamente à estabilidade global dos pontos de equilíbrio do sistema, os resultados 
são obtidos do teorema 5.1.5 fazendo v = 0, o que dá: 
Teorema 5.3.2 
(a) Se 1ZQP < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é globalmente assimp-
toticamente estável na região T. 
(b) Se TZQP > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente 
estável na região T — {(s, 0) : 0 < s < 1}. 
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5.3.2 População de tamanho variável 
5.3.2.1 Com te rmo de contágio (3SI 
A RJ S r R * J 
l" ' M | | VD \» 
Figura 42: Modelo SIS com vacinação proporcional numa pop. de tamanho variável e com termo de contágio 0S1. 
Substituindo o valor de v por zero nas equações do sistema (5.4) obtemos 
S' = A-(H+P)S-/3SI + TI 
V = pSI-(ii + T + nD)I (5.19) 
R! = pS-^R 
(N' = A-fiN-fiDI). 
que é equivalente a 
V = / [/?(iV - / - R) - (// + r + nD)] 
RI = p(N-I)-(p + n)R 
N' = A-nN-nDI. 
(5.20) 
Das proposições 5.2.1 e 5.2.4 resulta que o número de reprodução básico associado ao 
modelo é 
1 A 
< P = 0- (3- 1 A / 1 /I+T + Hofi + p p, + T + flD H \ H + p 
e as regiões simplesmente conexas 
Q = J (J, R, N) : I > 0, R > 0, / + R < N < -
e 
Q' = <(S,I,N) :S>0,I>0,S + I<N<-
são positivamente invariantes para os sistemas (5.20) e (5.19), respectivamente. 
Relativamente à existência de pontos de equilíbrio e a sua estabilidade tem-se os 
seguintes resultados: 
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Proposição 5.3.3 
(a) Se HQP < 1 então o sistema (5.20) apenas admite o ponto de equilíbrio de não 
doença UQ = (IQ,RQ,NO) : 0 A - 2 _ A 
(b) Se TZQP > 1 então o modelo admite o ponto de equilíbrio de não doença t/o e o 
ponto de equilíbrio endémico 
U* = {I*,R\N* 
Teorema 5.3.4 
A 
M + M D 
1 - \\l \ T + / Í D ) , 
nxp J'Pn" // 
(a) Se TZQP < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença i/o é globalmente assimp-
toticamente estável em Cl'. 
(b) Se TZQP > 1 então Uo é um ponto sela (instável) e, se existirem constantes 
positivas m e n de forma a que a matriz 
( Qm f3m+np nD-ftm\ 
M #2±2E n(jji + p) f 
p,D-0m 
2 
-np 
2 /< / 
seja definida positiva, então o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente 
assimptoticamente estável na região Q' — < (5,0, N) : 0 < S < N < - >. 
5.3.2.2 Com te rmo de contágio (3^1 
6N 
S 
Pi-h 
I 
f(N)\ f f(NTJ\l P-D 
R 
Jf(N) 
Figura 43: Modelo SIS com vacinação proporcional numa pop. de tamanho variável e com termo de contágio 0-ftI. 
Uma vez que v = 0, do sistema (5.11) obtém-se 
S 
S' = eN-(3-I-[f(N)+p)S + rl 
V = (3p-[T + VD + f(N)]l 
R! = PS-f(N)R 
(TV' = N[6-f(N)]-nDI), 
5.21) 
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que, em termos de proporções de indivíduos, escreve-se 
o que é equivalente a 
s' = 9 - (/? - (iD)si- (9 + P)S + TÍ 
Ï = i[/3s + nDi - {6 + r + fiD)] (5.22) 
r' = ps — Qr + /J,nir, 
s' = 0-((3- nD)si - {9 + p)s + ri (5.23) 
i' = i[/3s + jiDi - (9 + T + fiD)]. 
Da proposição 5.2.11 resulta que 
nvP _ * l 6_ = g l (i 
0 P9 + r + fiD9+p-p9 + r + iiD\ 
Tal como anteriomente, as regiões simplesmente conexas 
T = {(s,i) : s > 0, i > 0, s + i < 1} 
fi = {{s,i,r) : s > 0 , i > 0 , r > 0, s + i + r = 1} 
são positivamente invariantes para (5.23) e (5.22), respectivamente. 
Proposição 5.3.5 
faj Se 7ZQP < 1 eníõo o sistema (5.22) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença U0 = (s0,i0,r0) = ( ^ , 0 , ^ J . 
(7>J .Seja ip a função definida por 
ip(i) = LID(ÍJ-VD)I2-[P(VD + 0)-HD(T + LLD+P + 29)}I + 
+ (9 + p){9 + T + iiD){Tlv0p - 1 ) . 
5e 7?^p > 1 eníão o sistema admite dois pontos de equilíbrio, o ponto de 
equilíbrio de não doença UQ e o ponto de equilíbrio endémico 
u* = ( * w ) = [V + T + M-W trir 
onde i* é a solução da equação ip(i) = 0 e r* = 1 — s* — i*. 
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Relativamente à estabilidade dos pontos de equilíbrio do sistema, dos teoremas 5.2.15, 
5.2.17, 5.2.19 e 5.2.21, fazendo v — 0, obtém-se os seguintes resultados: 
Teorema 5.3.6 
(a) Se 7ZQP < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é ura nó globalmente 
assimptoticamente estável em T. 
(b) Se TZQP > 1 então UQ é um ponto sela (instável) e o ponto de equilíbrio endémico 
U* é globalmente assimptoticamente estável em Í7. 
5.4 Modelo SIS com vacinação de recém-nascidos 
conferindo imunidade tota l 
Nesta secção analisamos outro caso particular do modelo com vacinação proporcional 
e de recém-nascidos que considera apenas o efeito da vacinação de recém-nascidos (isto 
é,p = 0). 
5.4.1 População de tamanho constante 
(1 - u)fiN 
S 
V 
ml 
I 
T ^ 
| UJJ,N 
R 
Figura 44: Modelo SIS com vacinação de recém-nascidos numa população de tamanho constante. 
Fazendo p = 0, o sistema (5.1) fica 
S' = (1 - v)pN -nS- pj;l + Tl 
V = / ? | l - ( M + r ) / 
R' = v^iN - nR, 
e portanto, em termos de proporções de indivíduos, temos 
s' — (1 — v)\x — \is — (3 si + ri 
i' = (3 si — (JJ, + T)Í 
r' = v[i — [ir. 
(5.24) 
Í5.25) 
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o que é equivalente a 
a' = {l-v)p- /j,s-/3si + TÍ (5.26) 
i' = (3si — {jj, + r)i. 
Tal como no modelo que considera os dois tipos de vacinação, a região simplesmente 
conexa 
T = {(s,i) : s > 0 , i>0, s + i< 1} 
é positivamente invariante (5.26). 
Da proposição 5.1.1, vem que o número de reprodução básico deste modelo é dado por 
e tem-se 
Proposição 5.4.1 
(a) Se 1ZQRN < 1 então o sistema (5.25) admite apenas o ponto de equilíbrio de 
não doença U0 = (s0,io/ro) = (1 — ^, 0, i/). 
(b) Se TZQRN > 1 então o sistema admite o ponto de equilíbrio de não doença U0 e 
o ponto de equilíbrio endémico 
(/- = ( ^ - ) = ( ^ , ( 1 - ^ - ^ ) . ^ ( 1 - ^ - ^ 
Os resultados relativos à estabilidade global dos pontos de equilíbrio do sistema são 
obtidos do teorema 5.1.5 fazendo p = 0, o que dá: 
Teorema 5.4.2 
(a) Se 7ZQHN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é globalmente 
assimptoticamente estável na região T'. 
(b) Se TZQRN > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente 
estável na região T — {(s, 0) : 0 < s < 1}. 
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5 . 4 . 2 P o p u l a ç ã o d e t a m a n h o v a r i á v e l 
5.4.2.1 Com te rmo de contágio J3SI 
(1-i/JA 
S 
/31 , r i? • J J/. v\ | M D 1" 
Figura 45: Modelo SIS com vacinação de recém-nascidos numa pop. de tam. variável e com termo de contágio j)Sl 
Dado que p — 0, das equações do sistema (5.4) obtém-se 
que é equivalente a 
S' = (1-U)A-VIS-0SI + T1 
I' = 0SI-(tX + T + »D)I 
R' = t/A - iiR 
(N' = \-HN-HDI), 
r = I\P(N-I-R)-(H + T + HD)] 
R! = uA-nR 
N' = A-fiN- HDI. 
.27) 
(5.28) 
Das proposições 5.2.1 e 5.2.4 resulta que o número de reprodução básico associado ao 
modelo é 
-RX™ = /9-
1 A 
H + T + no H 
( l - i / ) 
e as regiões simplesmente conexas 
íí = ^ (/, fí, iV) : / > 0, ft > 0, / + fl < N < 
tf = \(S,I,N):S>0,I>0,S + I<N< 
A 
/' 
A 
M 
são positivamente invariantes para os sistemas (5.28) e (5.27), respectivamente. 
Os resultados sobre a existência de pontos de equilíbrio e a sua estabilidade são os 
seguintes: 
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Proposição 5.4.3 
(a) Se 1ZQRN < 1 então o sistema (5.28) apenas admite o ponto de equilíbrio de não 
doença U0 = (I0,Ro,N0) = ( o , f , j ) . 
(b) Se TZQRN > 1 então o modelo admite o ponto de equilíbrio de não doença Uç, e o 
ponto de equilíbrio endémico 
A (, 1 \ vk A­/iDr' U* = (I*,R*,N 
Teorema 5.4.4 
l ­ i / 
M + [i­D Klm7' \i ' / < ■ 
(aj 5e TZQRN < 1 entôo o ponto de equilíbrio de não doença Uo é globalmente 
assimptoticamente estável em Q'. 
(b) Se TZQRN > 1 então U0 é um ponto sela (instável) e, se existirem constantes 
positivas m e n de forma a que a matriz 
( 
M 
j3m 0m /j.p—0m \ 
Ç up. 
0 . fiD­0m V 2 H / 
seja definida positiva, então o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente 
assimptoticamente estável na região Q' — \(S,0,N) : 0 < S < N < — >. 
5.4.2.2 Com t e rmo de contágio (3jjl 
(]~u)0Ni BIjj 
S W)\ f(N) 
\vdN 
/ ' / ) 
R 
JÍ(N) 
Figura 46: Modelo SIS com vacinação de recém­nascidos numa pop. de tam. variável e com termo de contágio 0jjl­
Fazendo p = 0 no sistema (5.11) obtém­se 
S S' = (i­v)eN­PjjI­f(N)S + Tl 
V = Pp­[r + ^D + f(N)]I 
R> = v6N­f(N)R 
(N' = N[6­f(N)]­iiDI), 
(5.29) 
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que, em termos de proporções de indivíduos, escreve­se 
s' = (1 ­ u)6 ­ (P ­ nD)si ­OS + ri 
i' = i[j3s + \iDi — (6 + T + iiD)\ 
r' — u9 — Or + Unir, 
o que é equivalente a 
s' = (1 ­ v)6 ­ (p ­ nD)si ­OS + TÍ 
% = i\J3s + f­ioi ­ (0 + T + HD)]­
Da proposição 5.2.11 resulta que 
KRN = 0J­ \ (!­»/)■ 
9 + T + no 
Tal como no modelo com vacinação proporcional e de recém­nascidos, as regiões 
simplesmente conexas 
T = {(a, i) : s > 0, i > 0, s + i < 1} 
e 
Çl = {(s, i, r) : s > 0, i > 0, r > 0, s + i + r = 1} 
são positivamente invariantes para (5.31) e (5.30), respectivamente. 
Proposição 5.4.5 
(a) Se 1ZQRN < 1 então o sistema (5.30) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença U0 = {s0,i0,r0) = (l­u,0,u). 
(b) Seja ip a função definida por 
<p(i) = tiD{P ­ tiD)i2 ­ \P(HD + 0) ­ HD{T + tiD + 20)\i + 
+ e(e + r + ^D)(n^RN ­1) . 
Se 1ZQRN > 1 então o sistema admite dois pontos de equilíbrio, o ponto de 
equilíbrio de não doença UQ e o ponto de equilíbrio endémico 
n* _ ( * ■* *) _ f(° +T + fiD) ­ fipi* ., A u ­ [ s , i , r ) ­ i , i , i i , 
onde i* é a solução da equação ip(i) = 0 e r* — 1 — s* — i*. 
(5.30) 
(5.31) 
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Relativamente à estabilidade dos pontos de equilíbrio do sistema, dos teoremas 5.2.15, 
5.2.17, 5.2.19 e 5.2.21, fazendo p = 0, obtém-se os seguintes resultados: 
Teorema 5.4.6 
(a) Se 1ZQRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é um nó globalmente 
assimptoticamente estável em T. 
(b) Se TZQRN > 1 então Uo é um ponto sela (instável) e o ponto de equilíbrio 
endémico U* é globalmente assimptoticamente estável em O. 
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5.5 Discussão dos resultados 
Os modelos SIS dos capítulos 4 e 5 (respectivamente, sem vacinação e com vacinação 
proporcional e vacinação de recém-nascidos conferindo imunidade total) apresentam 
uma dinâmica simples, condicionada pelo número de reprodução básico correspon-
dente. Sempre que esse número é inferior a um, independentemente das condições 
iniciais do sistema, a doença extingue-se (o ponto de equilíbrio de não doença é glo-
balmente assimptoticamente estável); sempre que é superior a um, o sistema apresenta 
uni (único) ponto de equilíbrio endémico que é globalmente assimptoticamente estável 
e portanto a doença vai necessariamente invadir a população. Para controlar e/ou 
prevenir a infecção, há portanto que garantir que o número de reprodução básico seja 
inferior a um, o que, como mostra a seguinte tabela, será diferente (1(1 111()(1(4() para 
modelo. 
Expressões de TZg 
N' = 0 N' / 0 N' ji 0 
Contágio 
Íi — I psi /4' 
Sem 
Vacinação 
/3ÍTT7 0 1 A M + T + Híl /< 
1 1 
P9+T+MD 
V P 
Imun. Total 
/3-è- (1--5-) H ' A (i -Ç-) 3S+T+vn ( ' fltp) 
V R N 
Imun. Total 
¢ - ^ ( 1 -u) / 3 - r 4 A ( l -!/) 
ii \ T \ m, /i v 
^ 1 , 1 , , , , ( 1 " ' 
V P + V R N 
Imun. Total 
0-4- ( i - EATR) 
ll + T \ ll + V ) 
fí 1 A / j EUlR) 
/H T+fl,, ii \ ii + /i ) 
rf ! (\ _ EÁJdl) 
« + T+VI, V ti\p ) 
Proporção i (resp. número / ) de indivíduos infectados 
Nos três modelos SIS com vacinação analisados numa população de tamanho cons-
tante, se os números de reprodução básicos forem inferiores a um. a proporção i de 
indivíduos infectados é uma função monótona decrescente e que tende para iQ = 0 
(teorema 5.1.5), apresentando portanto um comportamento análogo ao do modelo SIS 
sem vacinação numa população de tamanho constante (teorema. 4.1.6). O mesmo 
não acontece nos modelos SIS com vacinação aplicados muna população de tamanho 
CAPÍTULOS. VP+VRN CONFERINDO IMUNIDADE TOTAL 118 
variável. Nesta situação, apesar da função i (resp. /) tender para zero, esta apresenta 
comportamentos distintos dependentes do valor do número de reprodução básico TZQ 
do modelo correspondente sem vacinação. 
Se o termo de contágio é 3SI, pelo teorema 4.2.6 do modelo SIS sem vacinação e pelos 
teoremas 5.3.4, 5.4.4 e 5.2.7 associados aos três modelos SIS com vacinação, há duas 
situações a considerar: 
- se TZ0 < 1 então -RYP+VRN < 1 (resp. IZ0P < 1 e Tl^RN < 1) e o número I de 
indivíduos infectados 6 uma função monótona decrescente que tende para /() = 0; 
- se Tio > 1 e K%P+VRN < 1 (resp. KlP < 1 e TZ^RN < 1) então a função I 
apresenta um comportamento condicionado pelas condições iniciais. 
Se (5(0), 1(0), /V(0)) pertence à região 
íía = Í(S,I,N) : ít±I±M <S<N<-,0<I<N-s\ 
então inicialmente a função / é monótona crescente aingindo o valor máximo 
em t = íi tal que (5(*i), 1(h), N(h)) pertence ao plano S = U±l±m _ Posterior-
mente, para t > ti, situação em que (S(t), I(t), N(t)) pertence á região Q' — Qx, 
a função / é monótona decrescente e tende para /0 = 0. 
Se (S(0),I(0),N(0)) pertence à região ÎÏ — í}\, a função / decresce de forma 
monótona e tende para zero (Io). 
Se o termo de contágio é djjl, pelo teorema 4.2.11 correspondente ao modelo SIS sem 
vacinação e pelos teoremas 5.3.6. 5.4.6 e 5.2.19 associados aos três modelos SIS com 
vacinação, temos: 
- se Ko < 1 então TÍ^P+VRN < 1 (resp. TZ^P < 1 e IZ^RN < 1) e a proporção 
i de indivíduos infectados é uma função monótona decrescente que tende para 
io = 0: 
- se Tio > 1 e 'RVP+VRN < L (resp. KXP < 1 e Tl^RN < 1) então o comportamento 
da função i depende das condições iniciais. Se (s(0), i(0)) pertence à região 
Di = {(s, i,) : s > 0, i > 0, s + i < 1. (3s + fi.Di > 9 + T + jiD) 
então a função i é monótona crescente numa fase inicial e atinge o valor máximo 
em t = ti tal que (s(ti),i(ti)) pertence à recta Bs + fiDi = 8 + r + \iu- Para 
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t > ti o ponto (s(í), i(t)) pertence à região 
D-2 = {(s, i) : s > 0, i > 0. ,s + i < 1, /is + /!/,/ < 6» + r + //„} 
e a função i é monótona decrescente e tende para zero (?o). Se (s(0), /(())) 
pertence à região D2, a função i decresce monotonamente e tende a anular-se 
Por outras palavras, nos modelos SIS sem vacinação e com vacinação estudados, 
sempre que o número de reprodução é inferior a um, o ponto de equilíbrio de não 
doença é globalmente assimptoticamente estável mas a proporção i (resp. mi mero 
I) de indivíduos infectados, como função de í, apresenta comportamentos distintos. 
No modelo SIS sem vacinação, essa função é monótona decrescente, tende para, zero 
e a doença nunca conseguirá expandir-se dentro da população. Nos modelos SIS 
com vacinação, para além deste fenómeno, pode também acontecer que a função i 
(resp. /) seja inicialmente monótona crescente e posteriormente monótona decrescente, 
tendendo para zero, isto é, a doença expande-se num período inicial (surge1 uma 
epidemia) e, só mais tarde, acaba por se extinguir. 
Eficácia da vacinação 
Observando a tabela verificamos que, independentemente do tamanho da população 
(variável ou não), temos sempre 
nv0p+VRN < nv0p <n0 e n^p+VRN < nlRN < n0. 
As desigualdades anteriores são totalmente previsíveis pois ao considerarmos qualquer 
tipo de vacinação numa população, estamos claramente a diminuir o número de in-
divíduos susceptíveis nessa população e, consequentemente, a diminuir o número de 
casos secundários que um indivíduo infectado pode provocar. As expressões analíticas 
para 7¾ p. TZ\RN e 7?.(\p+1 RN são importantes pelo facto de nos permitirem estimar 
p e v de forma a eliminar a doença (supondo que existem condições razoáveis de 
estabilidade sobre o ponto de equilíbrio de não doença). 
A desigualdade Tl^p < TZt) (resp. TZQRN < K{)) significa que, se partirmos de um 
cenário em que 7Z0 > 1 e conseguirmos vacinar a população de fornia a obter 7¾ p < 1 
(resp. 7 ¾ 7 ^ < 1), o ponto de equilíbrio endémico do modelo SIS sem vacinação é 
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eliminado e ficamos apenas com o ponto de equilíbrio de não doença. Por outro lado, 
se o ponto de equilíbrio endémico do modelo com vacinação existir, a proporção (resp. 
número) de indivíduos infectados é menor do que no modelo sem vacinação, o que 
mostra sinais visíveis dos efeitos da vacinação. 
N ú m e r o / P r o p o r ç ã o de infectados no ponto de equilíbrio endémico 
N' = 0 /V' ;(£ 0 h" jííi 
Termo 
Contágio 
0§i /35 / 0§I 
Sem 
Vac. 
*­£ u+^o V1 R <J /9 M / , v ­Rn y 
V P 
Total 
l­w­ A il 1 Ï 0<i*<^j(3 À) 
V R N 
Total 
Í1 r\(\ 1 I ( l ­ ^ A / , 1 \ 0 < i ' < ^ ( ] * o ) U h) [' w v/ f V I U+HD \ nXRN) 
V P + V R N 
Total 
M r l (1 ' ^ (1­")A f, 1 A ° < r < , . ­1 , ( 1 *o) U "J I J­ R vf+VRiv I ,,+/,.„ ( 1 nVP+VRN J 
Nota: Os Ko indicados em cada linha têm expressões diferentes apesar de estarem a ser representados pela mesma 
letra na tabela. A notação usada para 7¾ foi escolhida de acordo com o modelo de vacinação considerado. 
Suponhamos que 1Zn > 1 e que o programa de vacinação escolhido é a vacinação 
proporcional. Para que TZQP < 1 teremos de ter 
< < — <í=» p > ii{K0 ­ 1) //, + p " IZQ \Í + p 7lç 
(quando a população é de tamanho variável e o termo de contágio é /3­^1, em vez de 
fx temos 9). 
Uma vez que 0 < p < 1, a função g(p) — ­^­ atinge os valores máximo (1) e mínimo 
( "^rj ) quando p — 0 e p = 1, respectivamente. 
Se ­^­ < ^­ então a proporção p de indivíduos susceptíveis a vacinar (de forma a 
que a vacinação proporcional seja eficaz no controlo da doença) tem de satisfazer as 
condições: 
0 < p < 1 e p > //,(/¾ ­ !)■ 
Se ­^­ > £­ então não existe p tal que 7^fp < 1 e, nesta situação, devemos adoptar 
outros métodos de prevenção e/ou cura para que a doença se extinga. 
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Um dos métodos a adoptar poderá ser o acréscimo da vacinação de recém-nascidos. 
> v 
"0 
Se 1ZQP > 1, com um determinado p, queremos que TZQP+VRN < 1, isto é, 
Uma vez que 0 < v < 1, a função h(y) — l — v atinge os valores máximo (1) e mínimo 
(0) quando v — 0 e v = 1, respectivamente. 
Se 1 — v < -=vp então a proporção v de recém-nascidos a vacinar (de forma a garantir 
a eficácia deste plano de vacinação) tem de satisfazer as condições: 
1 
0 < z / < l e v > 1 
fcT' "0 
Se 1 — v > ^yp então não existe v tal que 7ZQP+VRN < 1, o que nos levará ter de 
escolher outras medidas para eliminar a doença. 
Suponhamos agora que 7£o > 1 e que o plano de vacinação a implementar é a vacinação 
de recém-nascidos. De forma a que IZQ RN < 1 teremos de ter 
1 1 
1 - v < — «=> v > 1 - — . 
Se 1 — v < ^- então a proporção i/ de indivíduos recém-nascidos a vacinar tem de 
satisfazer as condições: 
0 < is < \ e v > 1 - —-. 
Se 1 — v > ^ - então não existe v tal que 1ZQRN < 1 e, neste caso, teremos de escolher 
outros métodos de prevenção e/ou cura para que a doença tenda para a sua eliminação. 
Um dos métodos a implementar poderá ser o acréscimo da vacinação proporcional. Se 
T^oRN > 1, com um determinado i/, pretendemos que HQP+VRN < 1, isto é, 
H + p TCQ 
(quando a população é de tamanho variável e o termo de contágio é (5jjl, em vez de 
p, temos 9). 
Se -£- < 
condições: 
^  -VAN então a proporção p de indivíduos susceptíveis a vacinar satisfaz as 
0 < p < 1 e p > p(R%RN 
ío existe p tal que 1ZQP+] 
adoptar outras medidas para que a doença se extinga. 
Se -£- > -vftjv então nã 1ZQP+VRN < 1, o que nos levará ter de 
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Comparação ent re os números de reprodução básicos tendo em conta o 
t amanho da população 
Tal como foi referido na secção 4.3: a expressão do número de reprodução básico 
correspondente ao modelo da segunda coluna não pode ser comparada com as que 
figuram na primeira e terceira colunas; se HD > 0 então a expressão do número de 
reprodução básico correspondente ao modelo da terceira coluna é menor do que o 
correspondente ao modelo da primeira coluna; se \xo = 0 então estas expressões são 
iguais. 
Dinâmica do t amanho da população 
A estabilidade global do ponto de equilíbrio de não doença e do ponto de equilíbrio 
endémico em qualquer um dos modelos dos capítulos 4 e 5 juntamente com a proposição 
4.2.12 para o tamanho da população provam o seguinte resultado para qualquer um 
dos três modelos apresentados na terceira coluna das tabelas anteriores: 
Corolário 5.5.1 
(a) Se TZç> < 1 então limt_>+00 N(t) = N*. Em particular, a doença extingue-se e o 
tamanho da população estabiliza. 
(b) Se TZ0 > 1 e /(0) < d - [iDi* então limt_++00 N(t) = / _ 1 (0 - ^Di*) < N*. Em 
particular, a doença expande-se, resultando numa endemia, mas o tamanho da 
população tende a estabilizar. 
(c) Se Ho > 1 e /(0) > 9 — \iDi* então linif^+oo N(t) = 0. Em particular, a doença 
persiste e a taxa de mortalidade total é tal que leva a população à extinção. 
Capítulo 6 
Modelo SIS com vacinação 
proporcional e de recém-nascidos 
conferindo imunidade temporária 
As hipóteses do modelo são as seguintes: 
- Os dois tipos de vacinação conferem imunidade temporár ia . A imunidade 
t emporár ia é um tipo de imunidade que se vai desvanecendo ao longo do tempo. 
- A entrada de indivíduos para a população (por nascimento, imigração,...) é feita 
apenas para o compartimentos dos susceptíveis. 
- Vacina-se uma proporção v de indivíduos recém-nascidos por unidade de tempo. 
- Vacina-se uma proporção p de indivíduos susceptíveis por unidade de tempo. 
- O retorno dos indivíduos vacinados para a classe dos susceptíveis por perda de 
imunidade é feito a uma taxa ocy (cvy > 0). 
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6.1 População de t amanho constante 
(1 -v)iiNr 
»T s 
/Ww 
T7T 
1 [vnN 
Figura 47: Modelo SIS com vacinação proporcional e de recém-nascidos numa população de tamanho constante. 
As equações correspondentes a esta situação são 
S' = (l-v)fiN -(n + p)S-Pjjl +rI + avR 
V = (3p-(» + T)I 
R' = pS + vpN - (n + av)R, 
que em termos de proporções de indivíduos temos 
s' = (1 — v)fjL — (fi + p)s — [3 si + TÍ + ayv 
i! — j3si — (ji + T)Í 
r = ps + v\i — {jj, + av)r. 
(6.1) 
(6.2) 
Dado que s + i + r = 1 podemos considerar apenas o sistema 
(1 - v)n — (/i + p)s - 0si + ri + av(l - s - i) 
j3si — (fi + T)Í. 
(6.3) 
Proposição 6.1.1 O número de reprodução básico associado ao modelo é 
1 (1 — v)\x + av <T?VP+VRN P-p, + T [Í + p + ay 
Demonstração: Consideremos o sistema (6.3). Sejam x = (i,s), 
Hz) = M . V(x) = ( (fi + T)Í 
1 - v)[i + \is + (3si + ps — ri — »v(l — s — i) 
e X s = {(0,s)\s > 0} o espaço de não doença. As hipóteses (H1)-(H4) referidas na 
secção 3.2 são trivialmente satisfeitas. 
CAPÍTULO 6. VP+VRN CONFERINDO IMUNIDADE TEMPORÁRIA 125 
Para verificar (H5) precisamos de determinar o ponto de equilíbrio de não doença do 
sistema (6.3). Ora, o sistema (6.3) restrito a X s é a equação 
s' = (1 — v)[i ­ (p, + p)s + av(l ­ s), 
pelo que o ponto de equilíbrio de não doença tem coordenadas 
U0 = {s0,io) = ; ; ,0 . 
Os valores próprios da matriz 
­dlXK)=( a 7 ( +" + r ) ° ) 
têm parte real negativa, o que prova que a hipótese (H5) é verificada. 
Sejam agora F e V a s matrizes l x l definidas por 
F­^­ . ^ ­ ^ + ­^ e K = ^ ­ „ + r. 
OÍ \U0 \í +P + OíV Ol \U0 
Então o número de reprodução básico é 
1 (1 ­ v)\x +■ av nVP+VRN = p(Fv­i) = p 
fi + T n + p + av 
fi + T \ /j. + p + av 
(Nesta expressão \_a é a duração média de permanência efectiva de um indivíduo 
no compartimento dos susceptíveis.) 
Proposição 6.1.2 A região simplesmente conexa 
T = {(s,i) : s > 0, i > 0, s + i < 1} 
é positivamente invariante para (6.3). Em particular, as semi­órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: Consideremos o sistema (6.3). Em qualquer ponto do tipo (0, i) tem­
se s' = (l­v)ii + TÍ + av(l — i) > 0, e em qualquer ponto do tipo (s, 0) tem­se i! = 0, 
o que implica que as órbitas do sistema nunca abandonam o primeiro quadrante. Em 
qualquer ponto (s, i) pertencente à recta s + i = 1 tem­se 
s' + i' = (1 — v)\i — n(s + i) — ps ­l­ av( l — s — i) ­ —v\x — ps < 0. 
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Figura 48: Região T e a direcção do campo de vectores sobre a fronteira. 
Proposição 6.1.3 
(a) Se Kl VP+VRN < 1 então o sistema (6.2) admite um único ponto de equilíbrio (o 
de não doença) de coordenadas UQ = (so,i0,r0) (l­v)ti+ay 0, y­\­v\i H+p+ay ' ' n+p+av 
(b) Se TZQP+VRN > 1 então o sistema admite o ponto de equilíbrio de não doença 
UQ e o ponto de equilíbrio endémico U* — (s*,i*,r*), onde 
(1 ­ v)\i + av 1 i 
/1 + CtV 
1 (l­ v)ji + av 
JTVP+VRN 
V[X 
>r>VP+VRN / C 0 [i + otv \i + ctv 
j­l + T 
Demonstração: Relativamente ao ponto de equilíbrio de não doença, os valores de 
«o e ÍQ já foram calculados anteriormente e r0 = 1 — SQ — ÍQ. Pelas coordenadas 
verificamos que este ponto de equilíbrio existe para qualquer valor de 1Z$. 
Para a determinação do ponto de equilíbrio endémico, igualamos i' em (6.2) a zero 
obtendo 
s* fl + T a 
Substituindo este valor na equação s' ■ = 0 temos 
u + T ( l ­ i / )Ai­( / i+p)­ ' 
i = 
(1 — v)fi + ay (M + P + ay)(/i + T) 
11 +CtV 0(/1, +CtV) 
(1 ­ U)fl + Cty ( _ 1 
ii + av V KP+VRN 
T * M + T ■* I­, M + T 
(3 
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A positividade do número de indivíduos em cada compartimento obriga a que o ponto 
de equilíbrio endémico só exista quando 1Z0 + > 1. 
Teorema 6.1.4 
(a) Se 1ZQP+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é globalmente 
assimptoticamente estável na região T. 
(b) Se "KQ > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente 
estável na região T — {(s, 0) : 0 < s < 1}. 
Demonstração: 
(a) A estabilidade local de UQ é garantida pelo teorema 3.2.6. A estabilidade global 
deste ponto de equilíbrio é conseguida por aplicação da proposição 6.1.2 e do 
Teorema de Poincaré - Bendixson, de forma análoga à demonstração da alínea 
(a) do teorema 5.1.5. 
(b) Para estudar a estabilidade local dos pontos de equilíbrio consideramos o sistema 
(6.3). A matriz jacobiana associada num ponto (s,i) genérico é dada por 
- 0i —f3s + T — Qy\ 
(3s - (M f T) ) ' 
que em UQ se reduz a 
' H+p+ay 
Facilmente se verifica que os valores próprios da matriz têm sinais contrários e 
portanto que o ponto de equilíbrio de não doença é um ponto sela. 
Relativamente ao ponto de equilíbrio endémico, a matriz jacobiana avaliada neste 
ponto é 
q(l-v)n+av (\ l \ 
(l-u)n+ay (-> 1 \ n 
_ M — ^VP+VRN I H+oty 
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Os valores próprios da matriz são 
-M + y/M2 - AN 
Ai = e A2 = 
-M - VM2 - 4N 
onde 
M 
. . .(1 - v)n + av . 
(li + p + av) + P— ( i 
N 
H + av 
0[(l-u)fi + av][l 
-JJVP+VRN 
1 
rjyVP+VRN 
IX.Q 
Como N > 0, os valores próprios têm parte real negativa pelo que U* é localmente 
assimptoticamente estável. 
A demonstração da estabilidade global de U* segue os passos da demonstração da 
estabilidade global do ponto de equilíbrio endémico correspondente ao modelo da 
secção 5.1: aplicamos o Teorema de Dulac (com j(s,i) — | ) , para concluir que 
não existem órbitas periódicas, e a proposição 6.1.2 juntamente com o Teorema 
de Poincaré - Bendixson finalizam a prova. 
6.2 População de tamanho variável 
6.2.1 C o m t e r m o d e c o n t á g i o f3SI [12] 
( l - i / ) A _ 01 J . J i/A 
H S 1 H I 1 1 HÁ 
" F 7^ J P-D \n 
T 
av 
Figura 49: Modelo SIS com vac. prop, e de recém-nascidos numa pop. de tam. variável e termo de contágio /357. 
As equações do modelo são 
S' = (l-u)A-(ii+p)S-(3SI + Tl + avR 
I' = (3S1 -{n + T + nD)I 
R' = pS + vk - (n + av)R 
(N1 = \-nN-iiDI). 
(6.4) 
CAPÍTULO 6. VP+VRN CONFERINDO IMUNIDADE TEMPORÁRIA 129 
Fazendo S = N — I — R obtemos o sistema equivalente dado por 
/' = / \p(N - I - R) - {p + r + pD)] 
R! = p(N - I)+vA-(p + p + av)R 
N' = A-pN-pDI. 
Proposição 6.2.1 0 número de reprodução básico associado ao modelo é 
nvp+VRN = Q \ A {l-v)ti + otv _ 
p + T + HD A* p + p + ocy 
Demonstração: Vamos considerar o sistema (6.4). Sejam X = (I,S,R), 
(6.5) 
^ ( X ) 
Í(5SÍ^ 
0 
V ° / 
, V(X) 
V 
/ (p + T + pD)l \ 
(p +p)S + 0SI-Tl-(l- V)A - avR 
(p + av)R — pS — vA 
e X s = {(0, S,R)\S > 0, R > 0} o espaço de não doença. As hipóteses (H1)-(H4) 
referidas na secção 3.2 são trivialmente satisfeitas. Vemos em seguida que (H5) é 
também verificada. 
O ponto de equilíbrio de não doença de (6.4) é o ponto de equilíbrio do sistema 
S' = (l-u)A-(p + p)S + avR 
R' = pS + uA- (p + av)R, 
pelo que tem coordenadas 
UQ = (So, Io, Ro) = 
Os valores próprios da matriz 
A (1 - v)p + av „ A P + vp 
p p + p + av ' fi p; + p + ay 
-dV(U0 
-(p + T + flD 
_ í j A (l-i/)At+tvy 
\ 
ix Li+p+av 
0 
o o 
+ T -{P + P) «V 
V -(fi + atv)) 
sao 
Ai = -{p + T + PD) 
-{2p + p + av) + y/(2p + p + av)2 - Ap(p + p + a~v~) \9 — 
A, 
-(2p + p + av) - y/(2^. + p + ay)2 - 4//,(// + p +- ny) 
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Como facilmente se verifica, os valores próprios têm parte real negativa e portanto a 
hipótese (H5) é satisfeita. 
Sejam agora F e V as matrizes l x l definidas por 
F = — =(3 ■ ; e V = — = / Í + T + / / D . 
01 \U0 P H+P + OLy 01 \U0 
O operador da próxima geração é então 
r_x 1 A (1 ­ v)\x + OLV FV­L = 0 /x + r + fj,£> n n + p + av 
13 l­ ±(l P + U» 
II + T + HDH \ fi+p + av 
pelo que 1ZQP+VRN , sendo o valor próprio dominante de FV_1, coincide exactamente 
com essa expressão. 
Proposição 6.2.2 As regiões simplesmente conexas 
A Q = < (I, R, N) : / > 0, R > 0, / + R < N < 
l M 
e 
Q' = \(S,I,N) : 5 > 0 , / > 0 , S + I <N <­l " M 
são positivamente invariantes para os sistemas (6.5) e (6.4), respectivamente. Em 
particular, as semi­órbitas positivas dos sistemas são limitadas. 
Demonstração: Vamos mostrar primeiramente que a região fi é positivamente in­
variante para o sistema (6.5). Em qualquer ponto do tipo (0, R, N) tem­se f = Oe em 
qualquer ponto do tipo (/, 0, N) tem­se R' = p(N—I)+uA > 0. Para mostrarmos que 
0<I + R<N<­ seguimos os passos correspondentes efectuados na demonstração 
da proposição 5.2.4. 
Para mostrarmos que Q,' é uma região positivamente invariante para (6.4) observamos 
que em qualquer ponto do tipo (0, /, N) se tem S' = (1 — v)h. ­f TI + ctyR > 0, em 
qualquer ponto do tipo (S, 0, N) se tem / ' = 0, e tal como no caso anterior 0 < S +1 < 
N <à. 
— n 
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P r o p o s i ç ã o 6.2.3 
(a) Se 1ZQP+VRN < 1 então o sistema (6.5) admite um único ponto de equilíbrio (o 
de não doença) de coordenadas UQ = (Io, Ro, N0) = (0, ­ . , + 1 ^ , ­ )■ 
(b) Se TZQP+VRN > 1 então o modelo admite o ponto de equilíbrio de não doença UQ 
e o ponto de equilíbrio endémico U* = (I*,R*,N*) onde 
r 
ir 
N* 
A [1 ­ v)\i + av 
H + HD A* + Oiy 
1 
R, VP+VRN 0 
1 p 
fi + «V 
A­ fiDI 
w ;(/x + r 4­ / iD) + vA 
I' 
D e m o n s t r a ç ã o : Pelas coordenadas 5o, /o e Ro do ponto de equilíbrio de não doença 
anteriormente determinadas tem­se N0 = S0 + Io + Ro — „ ■ 
Para o cálculo do ponto de equilíbrio endémico consideramos o sistema (6.4). De / ' = 0 
e I ^ 0 obtém­se 
S* fi + T + fiD 
que substituído em R' = 0 dá 
/r 
/í 
;(/;, + r + //£>) + vA fi + av \_j3 
Para determinar o valor de I* substituímos o valor de R por R* e o valor de S por 5* 
na equação S' = 0 e obtemos, após vários cálculos e simplificações, 
(1 ­ u)Afi + avA (fi + r + MD)[(/ ' ' + P)(l" + ° v ) ­ a vP] /* = 
r = 
r 
(fi + fiD)(fi + a v ) 
A (1 — V)fi + fty 
/í + fiD fi + «v 
A (1 ­ ÍV)^Í + «i/ 
IJL + (j,D fi + av 
1 ­
(3(fi ■*■ HD)(H + <*v) 
(fi + r + //./J)/I(/Í. + Qy + p) 
/?A[(1 ­ I / ) / i + QV] 
1 
tt, o 
Em particular tem­se também N' = 0 e portanto 
A ­ fiDF N* 
I' 
Como o número de indivíduos infectados no ponto de equilíbrio endémico tem de ser 
>v. 
-o positivo, U* só existe quando TZx0/p+> ' i 
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Teorema 6.2.4 
(a) Se TZQP+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é localmente 
assimptoticamente estável. 
(b) Se 1ZQP+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença t/0 é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U* é localmente assimptoticamente 
estável. 
Demonstração: 
(a) A estabilidade local do ponto de equilíbrio de não doença é garantida pelo 
teorema 3.2.6. 
(b) Para estudar a estabilidade local dos pontos de equilíbrio consideramos o sistema 
(6.5). A matriz jacobiana associada num ponto (I, R, N) genérico é dada por 
((3(N-I-R)-(p + T + /iD)-(31 -[31 (3l\ 
-p -(n + p + av) p 
-HD 0 V 
que em U0 se reduz a 
( f â t ^ ^ - b + T + HD) 
-N 
fi / i+p+«v 
V 
-p 
0 
— (/i + p + av) 
0 
o\ 
P 
-P) 
A matriz tem dois valores próprios negativos e um valor próprio positivo (que 
resulta da condição 1ZQP+V > 1), pelo que UQ é um ponto sela. 
No ponto de equilíbrio endémico, por se ter V = 0 e consequentemente 
(3(N* - I*-R*)-(p + T+ Mo) = 0, 
matriz jacobiana reduz-se a 
(-/31* 
-v 
\~PD 
-(31* 
—(// +p + ay) 
0 
P 
-p) 
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Esta matriz é análoga à matriz jacobiana associada ao ponto de equilíbrio en­
démico do modelo da secção 5.2.1 (a matriz figura na demonstração da alínea 
(6) do teorema 5.2.6), sendo apenas acrescentado o parâmetro ay. No entanto, 
mostra­se da mesma forma que a equação característica é uma equação cúbica e 
aplicando o Critério de Routh ­ Hurwitz conclui­se que todos os valores próprios 
da matriz têm parte real negativa. 
Teorema 6.2.5 Se TZ%P+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença í/0 é 
globalmente assimptoticamente estável em Çl'. 
Demonstração: A prova é constituída por duas partes. 
(1) Suponhamos que o número de reprodução básico do modelo correspondente sem 
vacinação (secção 4.2.1) é inferior ou igual a um, isto é, 
(3­ < 1 (6.G) 
\i /i + r + \ÍD 
(a condição 1ZQP+V < 1 permanece válida). 
A demonstração segue os passos da primeira parte da demonstração do teorema 
5.2.7, apenas com duas alterações: 
hm S(t) = A ( l ­ ^ + av e U m R{t) A P + ^ 
t^+oo /J, fi + p + Ciy í—+tx) \l\l + p + OLy 
(2) Suponhamos que 
A ! 0­ > 1 e n^p+VRN < 1. 
fl H + T + \lD 
A primeira condição implica que o plano S = ^+TplD divide a região Çl' em duas 
partes. 
A condição TZ^P+VRN < 1 é equivalente a 
/ 1 < / + r + °" (6.7) 
fj, fj, + r + HD (1 — v)[i + av 
que implica 
K{\­v)jx + av H + T + HD 
òo = ; ; < 2 ■ (°­8) 
/i \i + p + av p 
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Quando S = B±I±RD t e m o s 
*-'ic,_M+T+Mn (1 ­ i/)A ­ (/x + v)~ 7TJ­iL ­ P1 77­ +TI + avR 
( l ­ z / ) A ­ ( p + p) 
/3 
H + T + jlp 
P 
­ (n + nD)I + av{N ­ S ­ I) 
= (1 ­ i/)A ­ (/< + p + a y ) ­ — M P ­ (p + p D + av)I + avN 
< (l­v)A­(n + p + a v ) ^ ^ ­ ^ + avN 
, tt + T + Un A < (1 ­ i / ) A ­ ( / i + p + a v ) ­ 5—^—+ a v ­P A1 
A.,, . . p + r + jlD . = ­ [ (1 ­ V)[Í + av\ (fi + p + av) ji p 
< 0. 
Na segunda desigualdade usámos N < ­ e a última é consequência de 6.8. 
Da invariância positiva de fi' (proposição 6.2.2) e do sinal de S' restrito a S = 
ix+T+fiD r e s u l t a que Q.' — Í1\ é uma região positivamente invariante para (6.4), 
onde Çl\ é a região definida na segunda parte da demonstração do teorema 5.2.7. 
C _ f IT 1,11, 
s - u 
l î ' - i î l 
Figura 50: Projecção para o plano OIS do campo de vectores restrito a S = ­—T. ^'■'. 
Seguidamente vamos enunciar um lema útil para concluir a demonstração. 
Lema 6.2.6 Em Çlu V > 0 e S' < 0. 
Demonstração: Para mostrar que / ' > 0 em Í7i seguimos os passos correspon­
dentes da segunda parte da demonstração do teorema 5.2.7. 
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Relativamente ao sinal de S' em il\ tem-se 
S' = (l-v)A-(p + p)S-(3SI + rl + avR 
= (1 - i/)A -(p + p)S - PSI + TI + av(N - S - I) 
= ( 1 - u)k - (p + p + av)S - {pS + av)I +TI + avN 
\ . p + p + av, s A. . A A 
< (1 - i/)A (A« + r + pD) (p + r + pD + av) + r— + av-
P P M M 
, / P + PD\ 1-L + P + OiV, \ 
< 0. 
Qualquer órbita com início em fix entra na região positivamente invariante il'—il\ 
em tempo finito porque tanto em ili como no plano S = ^+T+^P o sinal de S' é 
negativo. Depois das órbitas entrarem em il' - il\ comportam-se como no caso 
(1) e concluímos que o ponto U0 é globalmente assimptoticamente estável em il'. 
Teorema 6.2.7 Se 1l%p+VRN > 1 então 
(a) O ponto de equilíbrio de não doença Uo é um ponto sela (instável); 
(b) Seja 
I g 0m+np /ip-em} 
M ^ ^ n(p + p + av) 
li D-Pm -np j 
\ 2 2 ' ' / 
Se existirem constantes positivas m e n de forma que a matriz M seja definida 
positiva, então o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente assimptotica-
mente estável em il' - / ( 5 ,0 , AT) : 0 < S < N < à\. 
Demonstração: Já foi visto anteriormente que o ponto de equilíbrio de não doença 
é um ponto sela nestas condições. 
Quanto ao ponto de equilíbrio endémico, reescrevemos o sistema (6.5) na seguinte 
forma (analogamente ao que foi feito na demonstração da alínea (6) do teorema 5.2.9): 
/ ' = /31 [{N - N*) - (/ - /*) - (R - R*)\, 
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Relativamente à segunda equação de (6.5) temos 
R' = p(N - I) + vA-(n + p + av)R 
= p{N - N*) - p{I - I*) - p(R - R*) + p(N* - I* - R*) +uA-nR- avR 
= p(N - N*) - p(l - I*) - p(R - R*) + pS* +vA-[iR- avR. 
Como R* = -^- (pS* + vA) vem que 
R! = p(N - N*) - p(I - r) - (p + p + av)(R - R*). 
O novo sistema é então 
/ ' = /31 [(N - N*) - (I - I*) -(R- R*)} 
R' = p(N-N*)~p(I -I*)-(p+p + av){R-R*) (6.9) 
N' = -v(N-N*)-nD(I-I*). 
Considerando a mudança de coordenadas 
x = I - /*, y = R- R*, z = N -N*, 
o sistema (6.9) simplifica-se, ficando 
x' = P(x + T)(z - x - y) 
y' = pz-px- (n + p + av)y 
z = —pz — /J,oX. 
Os passos seguintes da demonstração são análogos aos dados na demonstração referida 
atrás: verificamos que a função 
W(I, R,N) = m ( l - r - I* In -^ J + | ( i ? - R*)2 + ^{N - N*)2 
é uma função de Liapunov estrita para o ponto de equilíbrio endémico se existirem 
constantes positivas m e n de forma a que a matriz M (que consta no enunciado) 
seja definida positiva e concluimos que o ponto de equilíbrio endémico é globalmente 
assimptoticamente estável nessas condições. 
Em seguida faz-se uma observação útil para o enunciado do teorema 6.2.7. 
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Observação 6.2.8 As condições do teorema 6.2.7 podem ser satisfeitas com parâmetros 
adequados. Se, para quaisquer constantes positivas fi e p, a constante positiva fi£> 
satisfizer a desigualdade 
(fi + av){2ji + fiD)2 > fi2D(n + p + oy), 
então a matriz M é definida positiva quando 
2p + fiD 2fx\ fiD m = e n = . 
0 V 
(G.10) 
Demonstração: Sejam m e n os apresentados em (6.10). A matriz M é definida 
positiva se e só se 
det(Pm) > 0; 
• det 
í f3m 0m+np 2 
^ n{fi + p + av) 
• det(M) > 0. 
> 0 ; 
Ora, 
det(Pm) = /3m > 0. 
/ firn (3m+np 
• det I «T 2 
y™±2£ n^ + p + ay) 
2(3mnp + Af3mn(fi, + av) — 02m2 - n p 
Substituindo men pelos valores dados em (6.10) em alguns termos da expressão 
anterior obtém-se A0mn(p, + av) > 0. 
• Podemos escrever a matriz M na forma 
(2fi + pD 2fi + fiD 
2fi + fiD 2-*f*(p + fi + av) 
-fi 
2 
V 2^+/tp 2 t< ) 
pelo que, usando o Teorema de Laplace ao longo da primeira linha, se tem 
deí(M) = (2p, + fiD) 
2/J. + HD f2fi + pD (p + jj. + otv)H f 
- (2/x -t- p,D) 
/n , Ï 2fi + flD (2/1 + fiD)p H fi 
l> 
(2fi + fiD)2 2fi+ iD 
+ fi (p + fi + av) 
2 p 
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que, após várias simplificações, dá 
efeí(M) = 4(p + /i + av)ju(// + / /D) + p(2/i + / Í # ) 2 - 4//(2// + /iD)p 
= (2/Í + / Í D ) 2 (M + ay) - (2/Í + / ÍD) 2( / Í + ftv) + 4(p + /Í + av)n{n + JJLD) + 
+p(2/í + HD)2 - 4/i(2/i -f /íD)p 
= (2/Í + /ÍD)2(/^ + «v) - /Í£)(/Í + av - p) + 4/ip/í£) 
= (2/i -f /ÍD)2(M + <*v) - MD O" + «v + p) + 2 / Í | )P + 4/xp/iD 
que é positivo se a desigualdade 
(2fi + ^iD)2(p + av) > fj?D(n + av + p) 
for verificada. 
6 . 2 . 2 C o m t e r m o d e c o n t á g i o (34jl [11] 
o-^rr^r 
/WT /(ÍVTTJTTD 
1 IvON 
ÍVy 
Figura 51: Modelo SIS com vac. prop, e de recém-nascidos numa pop. de tam. variável e termo de contágio li-jql-
As equações do modelo são 
5' = (l-v)6N-p—I-[f{N)+p\S + Tl + avR 
I' = f3p-[r + fiD + f(N)]l 
R' = pS + uON -[f(N) + av]R 
(N' = N[e-f(N)}-fiDI), 
(6.11) 
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que, em termos de proporções, s = | , i = | e r = | dão 
S' N' 
S' N " N* 
(1 - v)9 - (j3 - nD)is - (9 + p)s + TÍ + avr, 
TV _ ÃTJ 
i[j3s + \xDi - (9 + r + fiD)], 
R_ _ N^ 
N ~ 'N1 
ps + v9 - (9 + av)r + /jDir, (6.12) 
l' = N"Yl 
T  " r 
N' = NB- Nf{N) - NpDi. 
Uma vez que s + i + r — 1 as equações anteriores podem ser reduzidas apenas às 
equações 
s' = (l-v)0-(/3-nD)si-(6+p)s + TÍ + av(l-s-i) (6.13) 
Ï = i\08 + flDÍ - (d + T + fio)]. 
Proposição 6.2.9 O número de reprodução básico associado ao modelo é dado por 
,VP+VRN . 1 ( l - I / ) 0 + W 
+ r + /iD fc' + p + av 
Demonstração: Vamos considerar o sistema (6.13). Sejam x = (i,s), 
* ( * ) - H , V(x)=f P + r + MaX-M" \ 
\ 0 / \/fcí + (9 + p)s - (1 - i/)0 - fiDis -TI- av(l - s - i)J 
e X s = {(0, s)\s > 0} o espaço de não doença. As hipóteses (H1)-(H4) referidas na 
secção 3.2 são trivialmente satisfeitas. 
O ponto de equilíbrio de não doença de (6.13) é o ponto de equilíbrio correspondente 
à equação 
s' = (l-v)6-(9+p)s + av(l-s), 
pelo que tem coordenadas 
Uo = (s0,i0) = r . ' - , 0 
\ 9 + p + av 
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Os valores próprios da matriz 
­dV(U0) = 
■{e + r + fiD) o 
têm parte real negativa. Isto mostra que a hipótese (H5) é satisfeita. 
Sejam agora F e l p a s matrizes l x l definidas por 
dTx F ­fi^&pz. e v m Ol \U0 9 + p + «y 01 \U0 T -Y \lD. 
Então 
nVP+VRN = p^FV­1) /3 1 {l­v)6 + av 6 + T + nr> 9 + p + av 
= 0- 1 + T + [lo 1 
p + vt 
+ p + av 
Proposição 6.2.10 A região simplesmente conexa 
T = {(s,i) : s > 0 , i > 0 , s + í < 1} 
é positivamente invariante para (6.13). Em particular, as semi­órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: Nos pontos (s, i) tais que s = 0 tem­se s' = (1 — V)Q+TÍ +avr > 0 
e nos pontos (s, i) tais que i = 0 verificamos facilmente que i' = 0. Finalmente nos 
pontos (s, z) pertencentes à recta s + i — 1 tem­se 
a' + í' = 9 — i>6 — ps + fi£>i(s + i) — 9(s + i) — nDi 
= —v9 — ps 
< 0. 
W 
Figura 52: Região Tea. direcção do campo de vectores sobre a fronteira. 
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Proposição 6.2.11 
(a) Se TZQP+VRN < 1 então o sistema (6.12) admite apenas o ponto de equilíbrio de 
não doença U0 = (s0,io,r0) = ( ( 1 0 + ^ ° v , 0 , ¢ ^ ¾ 
(b) Seja tp a função definida por 
tp(i) = i2D(f3 -/iD)i2 - [(3(e + nD + av) - ^ D ( T + fxD +p + 26 + av)\i + 
+ (9 + p + av)(ô + T + ÍID){KV0P+VRN - 1). 
Se 1ZQP+VRN > 1 então o sistema admite dois pontos de equilíbrio: UQ e o ponto 
de equilíbrio endémico 
U* = (s*,i*,r*) = (V + T + tà-W^ry 
onde i* é a solução da equação ip(i) = 0 e r* = 1 — s* — í*. 
Demonstração: As coordenadas do ponto de equilíbrio de não doença já foram 
calculadas anteriormente. 
Para discutir a existência do ponto de equilíbrio endémico do sistema (6.12), vamos 
analisar a existência de soluções no interior do domínio T das equações 
ps + fiDi - {6 + r + nD) = 0 (6.14) 
(/3 - HD)si + (6+ p +av)s + (av-T)Í = (l-i/)6 + av, 
que são as curvas isóclinas de (6.13). Resolvendo a primeira equação de (6.14) verifi-
camos que o número de susceptíveis no ponto de equilíbrio endémico é s* = -— M^ 
Substituindo o valor de s por s* na segunda equação de (6.14) e, após algumas 
manipulações algébricas simples, obtemos ip(i) — 0, onde a função (p é definida por 
ip(i) = HD(& - HD)Í2 - W + IÍD + otv) - HD(T + l<o + V + 2(9 + av)]« + 
+ (6 + p + av)(9 + T + iiD)(Tlv0p+VRN - 1). 
Assim, i*, se existir, é solução da equação obtida. 
Seja 1Z\ o número de reprodução básico do modelo correspondente sem vacinação 
(secção 4.2.2) e suponhamos que é inferior ou igual a um, isto é, TZ\ = e+f+ < 1 
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(o que implica que 11%P+VRN < 1). 
Vamos estudar o comportamento da recta Zi : (5s + /ipi = 9 + r + fio em relação à 
região T. 
Tal como na demonstração da proposição 5.2.14 verificamos que a recta /] encontra-
se no exterior da região T e portanto não existe ponto de equilíbrio endémico nesta 
situação. 
Figura 53: A recta l\ encontra-se no exterior da região T. 
Suponhamos agora que TZi > 1 (o que implica, em particular, que pL^ < j3). 
Nesta situação, tal como na demonstração referida anteriormente, a existência do ponto 
de equilíbrio endémico é equivalente à existência da solução da equação tp(í) = 0 no 
intervalo ]0,i[, onde 
(3 - (6 + T + HD) 
0- HD e 0 < i < 1. 
Figura 54: A ordenada i do ponto M representa a proporção de indivíduos infectados no ponto de equilíbrio endémico. 
Ora 
ipÇi) = fiD(P - HD)~Ï2 - W + ^D +av) ~ M T + piD + p + 2e + av)]~i + 
+ (0+p + av)(e + T + iiD){KP+VRN - 1), 
que, após uma série de cálculos e simplificações, dá 
(P-HD)<P® = -0["8(0-HD)+P(O + T)]. (6.15) 
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Se Tli > 1 e KlP+VRN < 1 obtemos 
tp(i) 
<p(0) 
-f3[ve{p-íiD)+v{e + T)\ < o, 
/3- HD 
(e + P + av)(9 + T + ^D)(n^p+VRN - í ) < o. 
Como o gráfico de tp é uma parábola com concavidade voltada para cima, se Tl\ > 1 e 
^VP+VRN ^ J então a equação <p(i) — 0 não tem soluções no intervalo ]0, i[ e o sistema 
(6.12) admite apenas o ponto de equilíbrio de não doença quando 7£0 + ' < 1. 
Figura 55: Gráfico da função tp considerando que ip(0) = 0. 
Se TZQP+VRN > 1 então TZi > 1. Em particular, fiD < /3 e da equação (6.15) 
verificamos que ip(i) < 0 e (p(0) > 0. 
Figura 56: Gráfico da função ip no caso em que ip(0) > 0. 
Daqui resulta que a equação y»(i) = 0 tem uma única solução no intervalo \0,i[ e 
portanto o sistema (6.12) admite dois pontos de equilíbrio: um de não doença e um 
endémico quando T%P+VRN > 1. 
Teorema 6.2.12 Se TZQP+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é 
ate assin 
sela (instável). 
um nó localment  mptoticamente estável e se TIQP+VRN > 1 então U0 é um ponto 
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Demonstração: A matriz jacobiana associada ao sistema (6.13) avaliada num ponto 
genérico (s,i) é 
/ - ( / ? - /j,D)i - (0 + p + av) -((3 - (iD)s + T - av \ 
V Pi (3S-{9 + T + /iD) + 2{iDi) ' 
pelo que em U0 = (s0»*o) = (%gjf jgr ,0j é 
f~(9 + p + av) - ( / ? -^ ) (1 - -^+^ 
0 
6+p+av 
r + nD)(nr+VRN 
T — ay 
1) , 
Em seguida é apresentado um lema necessário ao estudo da estabilidade local do ponto 
de equilíbrio endémico. 
Lema 6.2.13 Se existir um ponto de equilíbrio endémico U* = (s*,i*) de (6.13) 
então 
ip'{i*) < 0 e i* < i = + p + av 
Demonstração: Da demonstração da proposição 6.2.11 (no caso de existência do 
ponto de equilíbrio endémico) verificamos que o gráfico de ip pode ser 
Figura 57: Gráfico da função ÍÇ no caso de existência do ponto de equilíbrio endémico. 
e portanto (f'(i*) < 0 e i* < i < 1. 
Se i > 1 então i* < i e o lema fica provado. Se i < 1 então 9 + p 4- ay < / i o e d e 
HD<p(i) = P {p[{0 + P + av) - MD] - VDVO} 
resulta ii£><p{i) < 0 e portanto ip(i) < 0. Pela demonstração da proposição 6.2.11 
(no caso de existência do ponto de equilíbrio endémico) e tendo em conta a figura 57 
podemos concluímos que i* < i. 
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Teorema 6.2.14 Se KQP+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio endémico U* é 
localmente assimptoticamente estável. 
Demonstração: Usando o lema 6.2.13, a demonstração é análoga à demonstração do 
teorema 5.2.17, sendo apenas acrescentado o parâmetro ay-
Para facilitar o estudo da estabilidade global do ponto de equilíbrio de não doença 
apresentamos o seguinte lema. 
Lema 6.2.15 Se Ki > 1 e TllP+VRN < 1 então 
(a) se t* é tal que (s(í*),z(í*)) pertence ao interior da região 
Dx = {(s,i) : s > 0, i > 0, s + i < 1, (3s + \iDi > 0 + r + fj,D} , 
então i'(í*) > 0 e s'(í») < 0; 
(b) a região 
D2 = {(s, i) : s > 0, i > 0, s + i < 1, ps + \iD% <9 + T + /JD} 
é positivamente invariante para (6.13). 
Demonstração: 
(a) Sendo í* tal que (s(í*),i(í*)) pertence ao interior da região D\, a prova de que 
i'(í*) > 0 é análoga à que figura na demonstração da alínea (a) do lema 5.2.18. 
Para provar que s'(í») < 0 consideramos a curva isóclina do sistema (6.13) 
[(1 - v)0 + av]- (9 + p + av)s 
h : i ( / ? - HD)S + (av -T) 
As assimptotas vertical e horizontal de l2 são 
av - r . 9 + p + av 
s = e i = < 0, 
P - VD P - l'n 
respectivamente. Verificamos facilmente que a abcissa do ponto de intersecção 
de /2 com o eixo dos ss é so e que a ordenada do ponto de intersecção de /2 com 
o eixo dos 11 e i - . 
ay — T 
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I I , - : « . - , n . «V_z£ 0 t.-^-t-v 0 Figura 58: Possível curva isóclina I2 considerando que s 
Já vimos que se TZQP+VRN < 1 então o sistema (6.13) tem apenas o ponto 
de equilíbrio de não doença. Isto implica que as curvas isóclinas /j e I2 não 
se intersectam no interior da região T. Como TZ^P+VRN < 1 concluimos que 
«o < SN e portanto que o segmento de recta MN está acima de /2-
Como s' = (1 — i/)0 — (/? — /XD)SZ — (0 + p)s + r i + ay( l — s — z) então 
s' < 0 Í[(/3 - HD)S + (av - r)] > - ( 0 + p + Qv)s + [(1 - i/)0 + ay]. 
Olhando para a figura anterior verificamos que só nos interessa a região em que 
[(1 - v)Q + av] - (6 + p + av)s 
"v„ e portanto 0-tíD 
s' < 0 1 > {(3 - fiD)s + (av - T) 
donde resulta que para todo o í* tal que (s(í*),i(í*)) pertence ao interior de D\ 
se tem s'(í«) < 0. 
(b) Tendo em conta a invariância da região T, a demonstração segue os mesmos 
passos da demonstração da alínea (6) do lema 5.2.18. 
Teorema 6.2.16 Se TZQP+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é 
um nó globalmente assimptoticamente estável na região T. 
Demonstração: Sabendo que Uo é o único ponto de equilíbrio do sistema (6.12) 
quando TZQP+VRN < 1 e tendo em consideração o lema 
absolutamente análoga à demonstração do teorema 5.2.19. 
6.2.15, a demonstração é 
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A seguinte proposição serve de apoio ao estudo da estabilidade global do ponto de 
equilíbrio endémico. 
Proposição 6.2.17 A região 
Cl = {(s,i,r) : s > 0 , i > 0 , r > 0 , s + i + r = 1} 
é positivamente invariante para (6.12). Em particular, as serru-órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: Sempre que s = 0ei-\-r = l temos 
i' + r' = vB - {6 + av)r + [iDi(i + r) - (6 + r + fiD)'i 
= vB — 6(r + i) — ri — ayr 
= B{y — 1) — ri — ayr 
< 0, 
sempre que i = 0 e s + r = l temos 
s +r' = (1 - v)6 - 6{s + r) + v6 
= 0, 
e finalmente sempre que r = 0 e s + i = 1 temos 
s' + i' = (1 - v)B - B(s + i) + I^DÍ{S + i) - /J-DÍ - Vs 
= — vB — ps 
< 0. 
> 
Figura 59: Região Í2 e a direcção do campo de vectores sobre a fronteira. 
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Teorema 6.2.18 Se 7ZQP+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio endémico U* é global-
mente assimptoticamente estável em Q. 
Demonstração: Tendo em consideração o teorema 6.2.14, a proposição 6.2.17 e o 
Teorema de Poincaré - Bendixson, a demonstração é análoga à demonstração do 
teorema 5.2.21: basta provar que o sistema (6.12) não tem órbitas periódicas no 
interior da região Q. Sendo G a função definida na demonstração atrás referida, o 
rotacional de G é 
//5 r ctv vQ ps p /3 6 ri «y (1 — v)9 r ayr p 
\r sr si ir2 ir2' r2 r s2r s2r s2 ' s2i s2 s2i ir 
pelo que a componente na direcção normal ao plano que contém II (Il é um domínio 
plano pertencente ao interior de Cl) é dada por 
1 / r (i + s){vO +ps) + avr2 (i + r)[(l - v)6 + ri + avr] + ps2 
y/3 V sr s^r2 s2^r 
no interior de Çl. Por outro lado, a componente Gt de G tangente à curva 911 é 0, o 
que contradiz o Teorema de Stokes e mostra que o sistema não tem órbitas periódicas 
no interior de Çl. 
Observação 6.2.19 Todos os resultados correspondentes ao modelo estudado nesta 
secção podem ser obtidos como corolário dos resultados que vão ser apresentados na 
secção 7.1 fazendo oy = 0. Contudo as demonstrações foram apresentadas detalhada-
mente por seguirem um percurso independente das da secção 7.1. 
6.3 Modelo SIS com vacinação proporcional con-
ferindo imunidade temporár ia 
Esta secção trata um caso particular do modelo anterior, considerando apenas o efeito 
da vacinação proporcional, isto é, v — 0. 
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6.3.1 População de tamanho constante 
UN 1 . PH r- , ^ 1 
^TTT T77 X" 
Figura 60: Modelo SIS com vacinação proporcional numa população de tamanho constante. 
As equações a considerar, dado que s + i + r = 1, são 
s' = n - (fi+ p)s — 0si + ri + av{\ - s - i) (6.16) 
i! = /3si — (n + T)Í. 
De forma análoga ao modelo anterior, a região simplesmente conexa 
T = {(s,i) : s > 0, i > 0, s + i < 1} 
é positivamente invariante para (6.16). 
O número de reprodução básico associado ao modelo resulta da proposição 6.1.1 e é 
dado por 
,VP » ! H + Uv a l íi V K^ = (3-^— - - = 0 — 1 
H + Tfi + p + av (ji + T \ fi + p + av 
A existência e a estabilidade global dos pontos de equilíbrio resultam da proposição 
6.1.3 e do teorema 6.1.4 considerando v — 0. Tem-se 
Proposição 6.3.1 
(a) Se TZQP < 1 então o sistema admite apenas o ponto de equilíbrio de não doença 
U0 = (s0,i0,r0) = ( ^ + o ^ , 0, M+P+QVJ • 
(b) Se TZ^P > 1 então o sistema admite o ponto de equilíbrio de não doença lf() e o 
ponto de equilíbrio endémico U* = (s*,i*,r*) = í ^±l, 1 — ^ T T , ^YT — tLjrj-
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Teorema 6.3.2 
(a) Se TCQ < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é globalmente assimp-
toticamente estável na região T. 
(b) Se TZQP > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente 
estável na região T — {(s, 0) : 0 < s < 1}. 
6.3.2 População de tamanho variável 
6.3.2.1 Com te rmo de contágio (3SI 
<k ài n TJíD 1 „ te T> 
Q'V' 
F i g u r a 6 1 : Modelo SIS com vacinação proporcional numa pop. de t amanho variável e com termo de contágio /3SI. 
As equações do modelo são 
S' 
V 
ir 
(TV' 
A - O + p)S - PSI + TI + avR 
pSI - (H + T + HD)I 
pS - (n + av)R 
A-liN-iiDI), 
que são equivalentes às equações 
V = I\P(N-I-R)-(IÍ + T + HD)] 
R' = p(N - I)-(p + n + av)R 
N' = A-^N-fiDI. 
(6.17) 
(6.18) 
Da proposição 6.2.1 resulta que 
1 A /j, + ay 
Tl, v p / ? -
H + T + nD \I n + p + av 
P-
1 A 
fi + T + flD /i 
V 
\i + p + av 
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e, tal como anteriormente, as regiões simplesmente conexas 
A Q = •■ {(I,R,N):I>0,R>0,I + R<N< 
Í2' = \(S,I, N) :S>0,I>0,S + I<N<­l l1 
são positivamente invariantes para os sistemas (6.18) e (6.17), respectivamente. 
Os resultados sobre a existência e a estabilidade global dos pontos de equilíbrio são 
apresentados de seguida: 
Proposição 6.3.3 
(a) Se 1ZQP < 1 então o sistema (6.18) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença U0 = (I0,R0,N0) = (0 , A _ £ _ , £ ) . 
(b) Se TZQP > 1 então o modelo admite, para além do ponto de equilíbrio de não 
doença UQ, O ponto de equilíbrio endémico 
1/­ = (/­,^­)=(^­(1­=^), ­J_H(/1 + T+ „„) / ­" ' ' ' • 
Teorema 6.3.4 
H + [iD V KoP J ' ll + av P /' 
(a) Se 1ZQP < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é globalmente assimp­
toticamente estável em Çl1. 
(b) Se TZ^P > 1 então U0 é um ponto sela (instável) e, se existirem constantes 
positivas m e n de forma a que a matriz 
M 
/ Qra I3m+np iiD­/3m\ 
. nD­Pm ­np 
\ 2 2 P I 
seja definida positiva, então o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente 
assimptoticamente estável na região Q! — l (5,0, N) : 0 < S < N < ­ >. 
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6.3.2.2 Com te rmo de contágio f3%I 
'-^rh^ínn fan 
/(jv)TTT KNTW^D T l W) 
ay 
Figura 62: Modelo SIS com vacinação proporcional numa pop. de tamanho variável e com termo de contágio Pjfl-
As equações do modelo, em termos de proporções de indivíduos, são dadas por 
s' = 9-(/3- HD)SÍ - (9 + p)s + ri + avr 
Ï = i[(3s + nDi - (0 + r + nD)\ (6.19) 
r' = ps - (9 + av)r + finir, 
o que é equivalente a 
s' = e - ^ - ^ J s i - ^ + p J s + rj + a ^ i - s - i ) (6.20) 
i' = i[/?s + /i£)i — (9 + T + ^r>)]. 
Das proposições 6.2.9, 6.2.10 e 6.2.17 resulta que 
1 9 + av ! 
n, VP 0-9 + T + fio 9 + p + av 
e que as regiões simplesmente conexas 
0- + T + flD 1 -
V 
9 + p + av 
T = {(s,i) :s>0,i > 0 , s + i< 1} 
e 
Q, = {(s,i,r) : s > 0, i > 0, r > 0, s + i + r = 1} 
são positivamente invariantes para (6.20) e (6.19), respectivamente. 
Relativamente à existência e estabilidade global dos pontos de equilíbrio tem-se os 
seguintes resultados: 
Proposição 6.3.5 
(a) Se 1Z^P < 1 então o sistema (6.19) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença U0 = (s0,io,r0) 0+a\ 0+p+av'"'G+p+a o, 
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(b) Seja íf a função definida por 
<p(i) = HD(P - HD)Í2 - W + [ID + av) - MD(T + HD + V + 2(9 + av)}i + 
+ {9 + p + av)(9 + T + nD){nlP - 1). 
Se 1ZQP > 1 então o sistema admite dois pontos de equilíbrio, o ponto de 
equilíbrio de não doença Uç, e o ponto de equilíbrio endémico 
u* = (S*,*V*) = (V + T + tà-^ss 
onde i* é a solução da equação ip{i) = O e r* — 1 — s* — i*. 
Teorema 6.3.6 
(a) Se 1ZQP < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é um nó globalmente 
assimptoticamente estável em T. 
(b) Se 1Z^P > 1 então U0 é um ponto sela (instável) e o ponto de equilíbrio endémico 
U* é globalmente assimptoticamente estável em íl. 
6.4 Modelo SIS com vacinação de recém-nascidos 
conferindo imunidade temporár ia 
Esta secção trata outro caso particular do modelo com vacinação proporcional e de 
recém-nascidos, analisando apenas o efeito da vacinação de recém-nascidos, isto é, 
p = 0. 
6 . 4 . 1 P o p u l a ç ã o d e t a m a n h o c o n s t a n t e 
n o I *1 1 j ! / j 
"TTf T^ ~J T i " 
Figura 63: Modelo SIS com vacinação de recém-nascidos numa população de tamanho constante. 
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Dado que s + i + r = 1, as equações do modelo a considerar são 
s' = (1 — v)\i — [LS — (3si + TÍ + a v ( l — s — i) (6.21) 
i' = /3 si — (/i + r)i. 
A região simplesmente conexa 
T ­ {(s,i) :s>0,i>0,s + i<l} 
é positivamente invariante para (6.21) e o número de reprodução básico associado ao 
modelo é 
yVRN . . a 1 (l­v)li + aV . . a 1 ^ ^ TV"» = P -^— >' ',,-■-* = p 1 _ H + T n + ay Aí + T \ n + otv 
Relativamente à existência dos pontos de equilíbrio e à sua estabilidade global tem­se 
os seguintes resultados: 
Proposição 6.4.1 
(a) Se 1ZQRN < 1 então o sistema admite apenas o ponto de equilíbrio de não doença 
Uo ­ («o, io.ro) = ( l l ^ g a . O , ^ ) . 
(b) Se HQ > 1 então o sistema admite o ponto de equilíbrio de não doença UQ e 
o ponto de equilíbrio endémico U* = (s*,i*,r*), onde 
0 ' 
(1 ­v)ix + av ( 1 
ii + av V' KRN ' ' 
1 (1 — v)n + ay V[L H + T 
KlRN v + av ii + av [3 
Teorema 6.4.2 
(a) Se IZQRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é globalmente 
assimptoticamente estável na região T. 
(b) Se TZQRN > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente assimptoticamente 
estável na região T — {(s, 0) : 0 < s < 1}. 
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6 . 4 . 2 P o p u l a ç ã o d e t a m a n h o v a r i á v e l 
6.4.2.1 Com te rmo de contágio (3SI 
(l-u)A /31 
^3D í '< J y\ IVD n 
i i /A 
T" 
Ctv 
Figura 64: Modelo SIS com vacinação de recém-nascidos numa pop. de tam. variável e com termo de contágio 0S1. 
As equações do modelo são 
S' = 
V = 
R' = 
(N' = 
(1 - v)h - fiS - pSl +TI + avR 
PSI - (n + r + fiD)I 
uk — (/i +- ai/)i? 
A-fiN-fjtDI), 
sendo equivalentes às equações 
/ ' = / [0(jV - / - / 2 ) - (/i + T + / i 0 ) ] 
fí' = i/A - (/i + av)fl 
TV' = A-fxN- iiDI. 
(6.22) 
(6.23) 
O número de reprodução básico associado ao modelo é 
VRN P-
1 A (1 - v)pi + av 
/ i + T + \iD fl /1 + OLy 
e as regiões simplesmente conexas 
= P 
1 A 
/1, + T + fiD fi 
Í2 
n' 
[I, R, N) : / > 0, R > 0, / + R < N < -
{S,I,N):S>0,I>0,S + I<N< A 
i'li 
\i H- av 
são positivamente invariantes para os sistemas (6.23) e (6.22), respectivamente. 
Da proposição (6.2.3) resulta que 
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Proposição 6.4.3 
(a) Se KQ < 1 então o sistema (6.23) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença UQ = (IQ, RQ, N0) 0, A vjí 
(b) Se TZQRN > 1 então o modelo admite, para além do ponto de equilíbrio de não 
doença UQ, O ponto de equilíbrio endémico 
U* = (I*,R*,N* 
A (1 - v)\x + av 1 vk A - fiDI* 
K 0 ™ ; > + a , ' fi ^fl + flD fl + OLv 
A estabilidade global dos pontos de equilíbrio é dada pelo seguinte teorema: 
Teorema 6.4.4 
(a) Se 7?.^flAÍ < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é globalmente 
assimptoticamente estável em Q,'. 
(b) Se Ji^RN > 1 então U0 é um ponto sela (instável) e, se existirem constantes 
positivas m e n de forma a que a matriz 
( /3m 2f 
n(fi + av) 
0 
seja definida positiva, então o ponto de equilíbrio endémico U* é globalmente 
assimptoticamente estável na região Q' — < (S, 0, N) : 0 < S < N < ^ >. 
M 
1m 
(im 
2 
VD -Pm 
2 
V-D- §m\ 
» I 
6.4.2.2 Com te rmo de contágio /34/ 
(l-vW^^PJil 
f(N) 
J. 
f(N) \P-D 
K 
\v6N 
Jf(N) 
av 
Figura 65: Modelo SIS com vacinação de recém-nascidos numa pop. de tam. variável e com termo de contágio Pjfl-
Em termos de proporções de indivíduos, as equações do modelo são 
s' = (1 — v)B — (P — fiD)si — Os + ri + avr 
í = i[/3s + fiDi - (9 + r + fiD)\ 
r' = i/9-(6 + av)r + finir, 
(6.24) 
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que podem ser reduzidas apenas às equações 
s' = (l-v)0-(P-nD)8i-08 + Ti + atvO.-8-i) (6.25) 
i' = i[(3s + \iDi - (9 + r + jiD)\. 
As regiões simplesmente conexas 
T = {{s,i) :s>0,i>0,s + i<l} 
e 
Q, = {(s, i, r) : s > 0, i > 0, r > 0, s + i + r = 1} 
são positivamente invariantes para (6.25) e (6.24), respectivamente. 
O número de reprodução básico é dado por 
,VRN o 1 {l-u)9 + av 0 1 (, v0 KH N = P 7T-—- ^H—^ = 0 TT^T- i -6 + T + jiD 9 + av 9 + T + \iu V 9 + oty 
Da proposição 6.2.11 resulta que 
Proposição 6.4.5 
(a) Se TZQHN < 1 então o sistema (6.24) admite apenas o ponto de equilíbrio de não 
doença 
UQ = {s0,i0,r0) = — ,0, 9 + ay 9 + ay 
(b) Seja (p a função definida por 
tp(i) = VDÍP - VD)Í2 - [(3(9 + tiD + ctv) - HD{T + HD + 20 + ocv)]i 4 
+ (o + av)(e + T + iiD)(n™N - i ) . 
Se TZQRN > 1 então o sistema admite dois pontos de equilíbrio, o ponto de 
equilíbrio de não doença UQ e o ponto de equilíbrio endémico 
'{9 + T + HD) - [lui* .„ 
onde i* é a solução da equação ip(i) = 0 e r* = 1 — s* — i*. 
Relativamente à estabilidade global dos pontos de equilíbrio tem-se o seguinte resul-
tado: 
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Teorema 6.4.6 
(a) Se TZQRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença UQ é um nó globalmente 
assimptotícamente estável em T. 
(b) Se TZQRN > 1 então U0 é um ponto sela (instável) e o ponto de equilíbrio 
endémico U* é globalmente assimptoticamente estável em Q. 
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6.5 Discussão dos resultados 
Tal como os modelos SIS dos capítulos 4 e 5, este modelo apresenta uma dinâmica 
simples: se Tl^p+VRN < 1 então o sistema admite um único ponto de equilíbrio (o 
de não doença) que é globalmente assimptoticamente estável e, consequentemente, 
a doença progride para a sua eliminação; se TZQP+VR > 1 então o sistema admite 
também um ponto de equilíbrio endémico (único) que é globalmente assimptoticamente 
estável, resultando na expansão da doença pela população. Para evitar esta situação 
pretendemos, obviamente, que TZQP+VRN < 1. 
A tabela seguinte mostra as expressões dos números de reprodução básico obtidas 
anteriormente em diferentes situações. 
Expressões de TZQ 
N' = 0 N' / 0 N' ¢0 
Contágio 
0V1 0SI fiP 
Sem 
Vac. 
0 ^ 0
 1 A 13 l 
VP 
Imun. Temp. 
0 » (l E ") 
^ H + r \ fl + p + ay ) 
0 l A (l P ) H 1 (\ p \ H S + T+n/, V' «+P+av ) 
VRN 
Imnu. Temp. 
0 1 (l _ ^ _ ) 0 1 » f l "V- \ 
^ H + T + fiD li \ li + av j P e + T+ii,, \x e+av ) 
VP+VRN 
Imun. Temp. 
0 i d _E±m_) 
^ [i + T y (i + p + a v / 
0 1 * (l P + "f> ) 
M + T+M;) M V n+p+av ) 
0 1 (l P+"e ) 
V e + T+n/, V S+p-l av i 
Como seria de esperar, temos 
-RVP+VRN <nvp<Ko e -RVP+VRN KlqRN <n0i 
independentemente do tamanho da população considerado. 
Proporção i (resp. número /) de indivíduos infectados 
Nos três modelos SIS com vacinação analisados neste capítulo, sempre que o número 
de reprodução básico é inferior a um, a proporção i (resp. número /) de indivíduos 
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infectados é uma função com um comportamento análogo aos modelos com vacinação 
conferindo imunidade total estudados no capítulo 5. Dependendo do número de re-
produção básico do modelo correspondente sem vacinação (Ho) e das condições iniciais, 
essa função ou é monótona decrescente e tende para zero (e consequentemente a doença 
não se expande na população), ou é inicialmente monótona crescente e posteriormente 
monótona decrescente e tendendo para zero (o que resulta numa expansão da doença 
na fase inicial - epidemia - e na sua extinção na fase final). 
Eficácia da vacinação 
Apesar das desigualdades U^P+VRN < K%p < U0 e K%P+VRN < H™N < K0 
serem totalmente previsíveis, em qualquer uma das situações, a tabela anterior é 
,VP+VRN em importante na medida em que traduz matematicamente quão menor é 1ZQ 
relação a TZQP, a TZQRN e a K o d o modelo sem vacinação. 
Se partirmos de um cenário de doença em que 1¾ > 1 e conseguirmos vacinar a 
população de forma a obter ou K%p < 1 ou Kv0 RN < 1 ou 1Z^P+VRN < 1, o ponto de 
equilíbrio endémico do modelo SIS sem vacinação é eliminado. Por outro lado, mesmo 
que o modelo SIS com qualquer plano de vacinação admita um ponto de equilíbrio 
endémico, a proporção (resp. número) de indivíduos infectados é menor do que no 
modelo sem vacinação, como podemos verificar na tabela: 
N ú m e r o / P r o p o r ç ã o de infectados no ponto de equilíbrio endémico 
JV' = 0 AT'#0 N' ^ 0 
Termo 
Contágio 
0p 0SI 3—7 
Sem 
Vac. 
l - £ A / , 1 ) 
13 d M 
M+MJ) V* R" ) e-nn y- no) 
V P 
Temp. 
i 1 A d O o < * * < ^ ( i l) M+MD y -R.VP ) 
V R N 
Temp. 
( l - ' l c + oi' fi 1 1 h[{l-v)p+av\ (-, 1 ^ 0 < i *<^( 1 l) M+OV [X RVKNJ (lí+dBKí+ay) ^ 1 -RVKN j 
V P + V R N 
Temp. 
(l-i/)/i+av (, 1 \ A[(l-")c+«H (\ i \ 0<i'<A(1 £) v+av y nVP+VHNJ Ic+Mlíf+ov) \ nfír+VHN ) 
Nota: Os 7¾ indicados em cada linha têm expressões diferentes apesar de estarem a ser representados pela mesma 
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letra na tabela. A notação usada para 1Z0 foi escolhida de acordo com o modelo de vacinação considerado. 
Se IZo > 1, uma das medidas a tomar, para evitar a expansão da doença, é a 
implementação dos dois tipos de vacinação ] considerados neste capítulo de tal forma 
que nvQp+VRN < 1, isto é, 
p + up, 1 av + /x(l - u) 1 , u > 1 — < —- <^> < — «=» V + Kofw > ("v + mfto - 1) 
H + p + av 7c0 /j> + p + av l<o 
(ciuando a população é de tamanho variável e o termo de contágio é (3jjl, cm vez de 
ji temos 9). 
Uma vez que 0 < v,p < 1, a função i(i/,p) = a^pj1Q"vT) atinge o seu valor máximo (1) 
em (0,0) e seu valor mínimo í ^ f + ^ r ) é atingido em (1,1). 
Se "y+^f1-") > _L então não existem p e i / tais que HXP+VRN < 1. Nesta situação, 
devemos procurar outras medidas de prevenção e/ou cura de forma a diminuir a 
infecção. 
Se avl^~'^ < ft- então as proporções p de indivíduos susceptíveis e v de indivíduos 
recém-nascidos a vacinar (de forma a conseguir a eficácia deste plano de vacinação) 
devem satisfazer as condições: 
0 < ^ , p < l e p + IZofiv > («v + /^)(7¾ - 1). 
Daqui podemos ainda afirmar que: 
• se TZ0/J, > 1, é mais eficaz aumentar a proporção v de recém-nascidos a vacinar; 
• se Hop, < 1, é mais eficaz aumentar a proporção p de indivíduos susceptíveis a 
vacinar. 
P lano de vacinação V P + V R N conferindo imunidade temporár ia / P lano 
de vacinação V P + V R N conferindo imunidade total 
Comparando os números de reprodução básicos associados aos modelos SIS com os 
dois tipos de vacinação conferindo imunidade temporária e total, verificamos que o 
valor do segundo é menor do que o primeiro, independentemente do tamanho da 
população. Já estávamos à espera que tal acontecesse uma vez que a imunidade total 
1 Aqui consideramos a situação mais geral. Os resultados para a situação particular correspondente 
à vacinação proporcional ou de recém-nascidos obtêm-se fazendo v = 0 ou /> = 0, respectivamente. 
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é mais forte que a imunidade temporária. Sendo assim, perante um cenário de doença, 
se implementarmos um plano de vacinação VP+VRN conferindo imunidade total, 
em detrimento da temporária, será possível atingir mais facimente a eliminação da 
infecção. 
Comparação ent re os números de reprodução básicos tendo em conta o 
t amanho da população 
De forma análoga ao que foi observado na secção 4.3, as expressões obtidas para os 
números de reprodução básico dos modelos que consideram uma população de tamanho 
variável não podem ser comparadas; se fiD = 0 então as espressões dos números de 
reprodução básicos correspondentes aos modelos da primeira e terceira colunas da 
tabela são iguais; se /ip > 0 então a expressão do número de reprodução básico 
correspondente ao modelo da terceira coluna é menor do que o correspondente ao 
modelo da primeira coluna. 
Dinâmica do t amanho da população 
A dinâmica do tamanho da população do modelo SIS com vacinação proporcional e de 
recém-nascidos conferindo imunidade temporária associado à terceira coluna da tabela 
é idêntica à dinâmica dos modelos correspondentes presentes nos capítulos 4 e 5, e que 
está enunciada no corolário 5.5.1. 
Capítulo 7 
Modelo SIS com vacinação 
proporcional e de recém-nascidos 
conferindo imunidade parcial e 
temporária 
Nos modelos epidemiológicos estudados até agora tem existido apenas um valor limiar: 
o número de reprodução básico 1Z0. Nestes modelos verificámos que na situação 7?.0 < 1 
não existem pontos de equilíbrio endémicos e, no caso 7^ -o > 1 existe somente um 
ponto de equilíbrio endémico que é globalmente assimptoticamente estável. Além 
disso, o número/proporção de indivíduos infectados é baixo quando o valor de TZo é 
ligeiramente maior do que 1. 
Actualmente existe um grande interesse em analisar modelos com mais do que um 
ponto de equilíbrio endémico. Este fenómeno tem importantes implicações e a sua 
análise matemática é bem mais complicada. Nesta secção vamos estudar um modelo 
epidemiológico com dois valores limiares, 7¾ e 7ZC. Dependendo da relação de ordem 
entre estes dois valores teremos diferentes situações epidemiológicas para a população. 
Ao contrário dos modelos estudados até agora, a situação 1Z0 < 1 permite a existência 
de pontos de equilíbrio endémicos e portanto de um cenário de doença e a proporção de 
indivíduos infectados quando o valor de IZo é ligeiramente superior a l e relativamente 
alta (este resultado foi deduzido de [10] por simulação, dado que é muito difícil de 
obter uma expressão de TZ0 em função da proporção de indivíduos infectados no ponto 
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de equilíbrio endémico). 
As hipóteses do modelo são as seguintes: 
­ Os dois tipos de vacinação conferem imunidade parcial e temporár ia . A 
imunidade parcial é um tipo de imunidade que se mantém constante ao longo 
do tempo mas que é inferior ao da imunidade total. 
­ Os indivíduos nascem susceptíveis. 
­ Vacina­se uma proporção v de indivíduos recém­nascidos por unidade de tempo. 
­ Vacina­se uma proporção p de indivíduos susceptíveis por unidade de tempo. 
­ 0 retorno dos indivíduos vacinados para a classe dos susceptíveis por perda de 
imunidade é feito a uma taxa ay (ay > 0). 
­ Cada indivíduo infectado transmite efectivamente a doença, em média, a (3 
indivíduos susceptíveis, por unidade de tempo. 
­ Cada indivíduo infectado transmite efectivamente a doença, em média, a oy/3 
indivíduos recuperados, por unidade de tempo. O parâmetro oy reflecte o efeito 
da vacinação: se ay = 0, a vacina pode ser eficaz na prevenção da infecção; 
se uy = 1, a vacina é completamente ineficaz na prevenção da infecção. Neste 
secção estudaremos o caso em que 0 < av < 1. 
7.1 População de tamanho variável e com termo de 
N­
Esquematicamente temos 
c o n t á g i o /3­TrI [10] 
^¾¾¾¾ v6N f(N)J f(NfWÏÏD Tf(N) 
Figura 66: Modelo SIS com vac. prop, e de recém­nascidos numa pop. de tam. variável e termo de contágio âjjl■ 
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As equações do modelo são 
S' = e(l-u)N-(3^-[f(N)+P]S + rI + avR 
V = 0(S + c7VR)^-[r + fxD + f(N)}l (7.i; 
R! = 9uN + pS - WP^T -[f(N) + av] li 
(N' = N[e-f(N)]-fiDI), 
que. em termos de proporções. s = ^,i = j^er = ^, temos 
S' N' 
s = N~JTS 
= 0(1 - v) - (3 si - f(N)s - ps + ri + avr - Os + f(N)s + \iDis 
= 9{l - u) - (j3 - fiD)is -(0 + p)s + ri + avr, 
V N' 
= (3(s + uvr)i -\T + HD + f(N)]i -\9- J(N)\ + nDi2 
= i[[3s + f3avr - (8 + r + /xD) + p,Di], 
R!__W 
= Ou + ps + (jiD - av/3)ir - (av + 9)r, (7.2) 
(AT' = N9-Nf{N)-NpDi). 
Uma vez que s + ? + ;• = 1, o estudo das equações anteriores pode ser reduzido ao 
estudo de 
Ï i\P-{e + T + iMD)-(0-nD)i-0{l-(TV)r] (7.3) 
r' = 6v + p-pi-(9+ p + av)r +(fio - crv@)ir. 
Proposição 7.1.1 0 número de reprodução básico associado ao modelo é dado por 
, / i /; \ ; l Qy+Ojl -v) o n 1 P+V0 
6 + T + fli) 0+p + tty 9 + T + fl/) 9 + p + (Vy 
,av + av6 + p{\ - (1 -av)u) 
(9 + T + nD)(0 + p + av) 
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Demonstração: Vamos considerar o sistema (7.2). Sejam x = (i,s,r), 
(fiai + ftavri\ 
F(x) 
\ 
0 
0 
( (0 + T + / / „ ) , i - ///,/2 \ 
, V(x) = ­(l­v)8 + (P­nD)si + (6 + p)s­Ti­avr 
J y {(Tv0 ­ VD)Í>' + (av + 6)r ­ Ou ­ ps I 
e X s = {(0, s,r)\s > 0,r > 0} o espaço de não doença. As hipóteses (H1)­(H4) 
referidas na secção 3.2 são trivialmente satisfeitas. Vemos em seguida que (H5) também 
é verificada. 
O ponto de equilíbrio de não doença de (7.2) é o ponto de equilíbrio do sistema (7.2) 
restrito a X s , isto é, de 
s' = 0(1 ­ v) ­ (0 + p)s + avr 
r' = du + ps­ ( Q V + 0)r, 
pelo que tem coordenadas 
i/o = (s0,i0,r0) 
Os valores próprios da matriz 
av + (l ­v)0 p + uO 
+ p + «v p + av 
­dV(U0) 
0 
+ p) ­av 
V 
0 
0 
\ ( ­{0 + T + HD) 
­{d ­ /iD)so + T ­ av 
\ {fJ>D­vvP)r0 p ­{av + 0)J 
têm parte real negativa. Isto mostra que a hipótese (H5) é satisfeita. 
Sejam agora F eV as, matrizes l x l definidas por 
F dJFj. di |t'0 
/n n ^ i OLV + 0(1 — v) n p + vQ 
(/3s + (3avr)lUo = (3 n ; \ '­ + /3crv 
V dVi di \Vo 
O número de reprodução básico é então 
1 «v + 0(1­1/) 
0 + p + ay 
0 + T + /iD . 
0 + p + av 
ft VP+1'fíiV o = ft 
ft 
+ av/3 ■ 1 p + uO 0 + T + HD e + p + ctv 0 + T + fin 0 + p + av 
av +ay0+_p( l ­ (1 ­GV)U) 
(0 + T + nD)(0 + p + av) 
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Observação 7.1.2 Na primeira expressão obtida para 1ZQP+V , /3 e o~yf3 são os 
coeficientes de transmissão, ^ q ; — é a duração média do período efectivo de infec­
ciosidade e: 
• a0+9+ representa a proporção de indivíduos susceptíveis no ponto de equilíbrio 
de não doença. Mais concretamente, a^[l~J] = 1 ­ 0+pfav ■ Dado que g+p\av 
é a duração média de permanência efectiva de um indivíduo no compartimento 
dos susceptíveis, ef+^ representa a proporção de indivíduos susceptíveis que 
abandonam o seu compartimento apenas por vacinação e portanto ave+ j Q 
1~~ gl++6 é a proporção de indivíduos susceptíveis que ficarão infectados através 
de contactos adequados; 
• e+++ representa a proporção de indivíduos recuperados no ponto de equilíbrio 
de não doença. Em particular, é a proporção de indivíduos susceptíveis que 
foram vacinados mas que podem ainda ficar infectados (com uma probabilidade 
menor do que os indivíduos susceptíveis). 
Proposição 7.1.3 
(a) Se i(0) = 0 então i = 0 e l im t^+ 0 0r(í) = e^fav ■ 
(b) Se z(0) > 0 então i{t) > 0, para qualquer instante t positivo. 
(c) A região simplesmente conexa T = {(i,r) : i > 0, r > 0, i + r < 1} é positiva­
mente invariante para (7.3). Em particular, as semi­órbitas positivas do sistema 
são limitadas. 
Demonstração: 
(a) Em qualquer ponto do tipo (0, r) tem­se i' = 0 e o semi­eixo vertical 
{(0,r) : 0 < r < 1} 
é positivamente invariante para (7.3). Em particular, se i(0) = 0 tem­se que 
i(t) = 0, para qualquer t positivo. Ainda sobre esse semi­eixo vertical tem­se 
r' = 9v + p — (6 + p + a.v)r que é uma equação diferencial linear não homogénea 
cuja solução é 
r(í) = (V(0) ­ / + U9 ) er^^< + P + V° 9 + p + «v / 8 + p + «v 
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e tende para el+la quando t —» +00. 
(b) Por redução ao absurdo, suponhamos que i(0) > 0 e que existe um instante í* 
positivo tal que i(í*) = 0. Então, pela invariância do semi­eixo vertical (referida 
anteriormente), i(t) = 0 para qualquer instante t > í*, o que é absurdo pois 
conduz à intersecção de trajectórias de um sistema autónomo no diagrama de 
fase. 
(c) Observamos que se i = 0 então i' = 0, e se r = 0 então r' — 6v + p(l — i) > 0, 
o que implica que as órbitas do sistema nunca abandonam o primeiro quadrante. 
Para além disso, sempre que i + r = 1 temos 
i' + r' = —ri — 9(i + r) + 6u — ayr = —ri — 6(1 — v) — avr < 0. 
Figura 67: Região T e a direcção do campo de vectores sobre a fronteira. 
Proposição 7.1.4 
(a) O sistema (7.3) admite (sempre) o ponto de equilíbrio de não doença UQ = 
(io,r0) = (O, g££v J ■ 
(b) Sejam 
A = (nD ­ av/3)(/3 ­ HD), 
B = MD(P + av + T + \iD + 26) ­ (3\(6 + jiD + av) ­ av(/3 ­ 6 ­ \xD ­ r ­ p)} 
e 
C = (3(6 +p + av) ­ /3(1 ­ av)(p + vd) ­ (6 + p + av)(6 + T + fxD) 
= (6 + p + av)(6 + T + pD)('RlVP+VRN ­ 1). 
Relativamente aos pontos de equilíbrio endémicos, as seguintes afirmações são 
verdadeiras: 
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(b.l) se 1Z0 r+VIÍN > 1 então o sistema admite um pavio de equilíbrio endémico, 
Ul = (i\,rl); 
(b.2) se KlP+VRN < 1, 0 > 0 + r + \iDí fiD < avP e B > 2\fAT', então existem 
dois pontos de equilíbrio endémicos, U*2 = (/-2,/2) <' U£ --- (/,^ , ?'.*). onde 
'2 ^ '3 r- ' 2 -^ ' 3 -
iVP+VfiJV (Ò.3J .se ft,, r l "i  < 1, ,(i > f? + T + / i D , / i D < cry/3 e fí - 2V- /ir ' , e/tííio existe 
um ponto de equilíbrio endémico, Í7| = (^4,^4); 
(¾.^ se TV0P+VRN = 1, /Í/J < avti e B > 0. entóo cn.síe um /w?j.ír; cie equilíbrio 
endémico U£ = (v'5,/5); 
(b.5) não existem, pontos de equilíbrio endémicos fora das situações referidas em 
(b.l) - (b.4). 
D e m o n s t r a ç ã o : 
(a) O ponto de equilíbrio de não doença tem coordenadas UQ = (/0,/0) --- (0, e { ' ^ ) 
que estão sempre bem definidas pois 
p + u0 9 + p 
< -„ < 1. 0 + p + av 8+p + ctv 
(b) Os pontos de equilíbrio endémicos situam-se no interior da região T e são solução 
das equações 
P ~ (9 + T + ,in) - (3 - fiD)i ~ fJ(l - av)r ---- 0 (7.4) 
Ou + p - pi - (9 + p + av)r + (JID - (rvii)ir ~ 0 
isto é, resultam da intersecção da recta li, 
r = //i(/) = -rr -—, (7.5) 
P( l - ^ r ) 
com a curva /2, 
no interior de T. 
1 f\ Ou-rp-pi 
Suponhamos que /3 = //£>• Neste caso, de (7.5) temos r - ~ M°\tTa ,\ < 0i o u 
seja, não existem pontos de equilíbrio endémicos. Portanto só consideramos o 
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caso em que d ^ pD. 
A abcissa i\ do ponto de intersecção de l\ com o eixo dos ii e a ordenada ?q do 
ponto de intersecção de /| com o eixo dos rr são, respectivamente. 
/j ­ (0 + r + ftp) /3­(9 + 7 + fip) 
P ­ PD fl(l­av) 
Observação 7.1.5 Observamos que i\ corresponde exactamente à proporção de indivíduos infectados no 
ponto de equilíbrio endémico U* do modelo correspondente sem, vacinação. Em. particular, leremos de ter 
0 < ú < 1. 
A abcissa í2 do ponto de intersecção de l2 com o eixo dos ii e a ordenada r2 do 
ponto de intersecção de l2 com o eixo dos rr são, respectivamente, 
p + vO , . , p + u9 h = > 1, r2 = h2(0) = ­+ ■ = r0 < 1. p 9 + p + av 
Se /in = (TVft então a curva l2 admite uma assimptota horizontal dada por 
r = ­p. 
Se \±£) 7^  oyfl então as assimptotas vertical e horizontal da curva l2 são 
9 + p + av p 
i = e r Po — &vP PD — fy /5 ' 
respectivamente. 
Relativamente à primeira derivada de h2 temos 
,,,., ­p[(Q + V + oty)­ (fin ­ (Tyfi)i] + [fio ­ Oy£)(9v_ + p­ pi) 
[(9 + p + av) ­ (po ­ crv/3)i}2 
_ {PD ­ av/.3)(9i/ + p) ­p(9 + p + av) 
{(9 + p + av)­(pD­aVf3)i]2 ' 
e quanto à segunda derivada, 
2(po ­ (Tví3)[(pD ­ ovi3)(9v + p)­p(9 + p + av)] K(i) l(Ô+p + av)­(po­(TVl3)i}3 
Vamos provar a existência de pontos de equilíbrio endémicos de (7.3) no interior 
de T estudando três casos distintos, conforme o valor de 1ZQ 
Caso 1: ­R%P+VRN>1. 
VP+VRN 
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A condição TZQ VP+VRN > 1 é equivalente à condição r\ > r2. De facto, 
r\ > r2 
P - {9 + T + fiD) p + v6 
(3(1-av) V+p + av 
(3(9+p + av) - (9 + r + fiD){9 + p + QV) > /3(1 -<rv)(p + v0) 
(3{6 + p + av -6v -p + ov9v + avp) > (6 + r + p,D){9 + p + av) 
0[av + av6 + p(l - (1 -(TV)U)\ 
[9 + T + nD){6 + p 
> 1 
av 
n VP+VRN o > 1. 
Verificamos facilmente que a condição 7£(VP+^ RN > 1 implica que C > 0 e que a 
condição ri > r'2 > 0 implica que fJ > 9 + r + (1Q e, portanto, 3 > HQ. Assim, 
0 < ii < 1 < Î2 e os pontos Qi = (^2-0) e Q2 = (0, ^ ) estão situados em lados 
opostos relativamente à recta £i. 
Figura 68: Recta, l] considerando que ri > 1 e pontos de intersecção (Q\ e Q2) da curva /2 com os eixos 
coordenados. 
Suponhamos que fiD < o\-(ò. Então h2 é uma função contínua e tem-se h'2(i) < 0 
e //2'(0 > 0 para qualquer i > 0. Isto implica que h2 c uma função monótona 
decrescente e com concavidade voltada para cima. Uma vez que os pontos Q\ e 
Q2 estão em lados opostos relativamente à recta li, o sistema (7.4) tem apenas 
uma única solução positiva í/j* = (i*-^) no interior de T. 
Figura 69: Uma possível curva isóclina I2 e a ordenada i* do ponto de equilíbrio endémico. 
Seja agora p,D > ayf3. Então ri = ' ~g^+,a < 1 e portanto a parte da recta 
li que está no primeiro quadrante encontra-se no interior de T. 
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Se e­+£±^ < P±^ então 
p{9+p + av) <{p + i/9){HD ­ avf3) 
■ (p I i/0){jin ­ av0) ­ p{9 +p + av) > 0 
h'2(i) > 0, para qualquer ? > 0 
o que implica que h2 é uma função monótona crescente e que a sua assimptota 
vertical i = 0+p+"\ está situada do lado esquerdo da recta i = i2 = E±^. 
Uma vez que (¾ está abaixo de l] e i\ < í < i2, é fácil de ver que existe 
apenas um único ponto de intersecção U{ = (i*, r*) entre l\ e l2 no interior 
d e T . 
1 
k L ^ J\ 
, i fct Qv^ 
0 'I vC ' 
'" 
Figura 70: Curva isóclina /9 e a ordenada iï do ponto de equilíbrio endémico no raso cm que ­^­—­^ < 
1 ' ' HD­<7yl) 
Se —P­"V0 = ^"^ então /i'2 = 0. o que significa que l2 consiste de duas 
semi­rectas r = r2 — p+v8 1 + 6+p+ay Uma vez que o ponto Q2 está 9+p+ay \ ' HD­avP, 
abaixo de ii, existe apenas uma única intersecção U* = (#£, r\) entre /i e l2 
no interior de T. 
r 
i 
1 *n 1­2 1 
d fifc ^ t O 
l " 1 . > l 1 
Figura 71: Curva isóclina /2 e a ordenada iî do ponto de equilíbrio endémico no caso cm que 
B—p + ay p+vS 
Hc­ayP p 
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Se 6+p+J*Va > E ± ^ temos h'2(i) < 0, para qualquer i > 0. Quanto à segunda 
derivada temos 
K(i) < o 
(0 +p + av) ­ {HD ­ av0)i > 0 
i < p + av pLD ­ av/3 
Em particular se i < i2 = ^ ^ vem que h'2'{i) < 0, e portanto a função h2 
é decrescente e tem concavidade voltada para baixo em ]0, ^ [ . A assimptota 
p 
Uma vez que os pontos Qi e Q2 estão em lados opostos de li, o sistema 
(7.4) tem apenas uma única solução positiva U* = (i{, r*) no interior de T. 
vertical i = 0+p+av está situada do lado direito da recta i = i2 
HD-a-vP 
' 
1 
r, ­^ J h \ 
" li k.. O '* ' ■ 1 , : , < 
Figura 72: Curva l 2 e a ordenada i\ do ponto de equilíbrio endémico no caso em que p_ ° ^ > p ^ ■ 
Desta análise concluímos que se TZQP+VRN > 1 o sistema (7.3) admite apenas 
um ponto de equilíbrio endémico U{ — {i\,r\). A alínea (6.1) da proposição está 
provada. 
Caso 2: 1lvQp+VRN < 1. 
A condição TZ^P+VRN < 1 equivale a dizer que T\ < r2 < 1, o que implica que o 
ponto Q2 está acima de /1. Além disso, temos também que C < 0. 
Figura 73: O ponto Q2 situa­se acima da recta ii. 
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Resolvendo a primeira equação de (7.4) em ordem a r obtemos facilmente que 
r = +T0(i_a~\ e substituindo este valor na segunda equação do referido 
sistema vem 
(3(1 - av)pi + (9 + p + av)[p - (6 + T + fiD) - ((3 - nD)i] -
-(jiD - <?v(3)i[l3 -{9 + T + nD) - (/? - fiD)i] = (p + u6)(3(l - av), 
que após algumas manipulações algébricas simples dá 
Ai2 + Bi + C = 0, (7.7) 
onde os coeficientes A, B e C da equação (7.7) são os referidos no enunciado da 
proposição. Seja 
h(i) = Ai2 + Bi + C. 
Comparando os valores de \iD e ov/3 temos as seguintes situações: 
(i) Se un < tjyp então \iD < /3 e A < 0. Vamos considerar cinco casos: 
(i.l) (j,D < avj3 efj,D<f3<9 + r + \iD. 
Nesta situação, i\ < 0 e ri < 0 e portanto a recta li não passa no 
primeiro quadrante. O sistema (7.4) não tem soluções no interior de T. 
(i.2) {in < av/3,/3>6 + T + p,DeB<0. 
Os coeficientes A e C são negativos, pelo que a equação (7.7) não tem 
soluções reais positivas e, consequentemente, o sistema (7.4) não admite 
soluções no interior de T. 
(i.3) MD < 0vP, [3>9 + T + LiDe0<B< 2\fÃC. 
Os coeficientes AeC são negativos e a equação (7.7) só admite soluções 
complexas. O sistema (7.4) não tem soluções no interior da região T. 
(i.4) jiD < av/3, (3>9 + T + nDeB> 2\fÃC. 
A equação (7.7) tem duas soluções reais positivas e distintas, i\ e i\ 
[i\ < i^). Estas soluções pertencem ao intervalo ]0,ii[ pois A < 0 
(o que implica que a concavidade da curva representada pela equação 
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(7.7) é voltada para baixo), h(0) = C < 0 e 
(3 ­ (9 + r + /x/j 
= C + 
C + {f3­iiD){iiD­av(3) 
+ [nD(p + 29 + av + T + fiD) ­
­ 0[(9 + av + HD ­ av(P ­ p ­ r ­ \iD 
f3­(d + T + fiD) 
+ 
(3­(9 +T + nn) 
0 ­ \ÍD 
{(VD-(TvP)[P-(0 + T + LlU)} + 
= C + 
< C 
< 0. 
(3­ \ÍD 
+ pLD(p + 29 + av + T + fiD) ­
­ P[(9 + av + no ­ vv(P ­ P ­ r ­ \iD ­ 9)\\ 
P­(9 + T + HD 
P-HD ■b(A*D ­ 0vP) + (/ÍD ­ W + <*v)] (7.8) 
Figura 74: Gráfico da função h. 
Substituindo i*2 e i\ em (7.5) obtemos respectivamente r\ e r\ e o sistema 
(7.4) tem duas soluções positivas, í/^ = (^2,^2) ° ^3 = ( ? 3 i r 3) i n o 
interior de T, onde r^ > r | . 
w 
Figura 75: Pontos de equilíbrio endémicos U^ e C/3. 
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Desta análise concluímos que se j ^ p + V R N < i ; p > g + 7- + //p, 
Mo < av(3 e B > 2 VAC então o sistema (7.3) admite dois pontos 
de equilíbrio endémicos, Í72* = (i*2,r^) e C/3* = ( ^ , ^ ) , onde ^ < Í3 e 
?~2 > 7-3. A alínea (6.2) da proposição está provada. 
(i.5) \xD < avf3, /3 > 6 + T + no e B = cl\[Ã£. 
A equação (7.7) tem uma solução dupla positiva i\ < i\ pois A < 0, 
/i(0) = C < 0 e h(h) < C. 
Figura 76: Gráfico da função h. 
Substituindo i\ em (7.5) obtemos r*A e o sistema (7.4) tem uma única 
solução £/| = (il, ri). 
Figura 77: Ponto de equilíbrio endémico [/£. 
A alínea (6.3) da proposição está provada. 
(ii) Se fiD = av/3 então A = 0, /i(0) = C < 0 e /i(l) = B + C. Esta última 
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igualdade implica que 
h(í) = nz>(p + av + T +(JÍD + SÕ) —fi[(9 +fJ>D + Oiv)— 0v(0 — 9 — PD 
-T-p)}+ [3(6 + p + av)- /3(1 - av){p + uB) -
- [9 + p + av)(0 + T + pD) 
= PD(0 + p + av) + pD{9 + T + nD) - j3(0 + av) - IH^D + 
+ (Typ(í3 - p - T - p,D - 9) + 0(6 + av) + (3p - po(9 + p + av) 
-(9 + p + av){9 + r ) - f39u - /3p + av/3{p + uÔ) 
-{9 + p + av)(6 + r) + ov(3(6 + r + pn) - 0av(3 + ficrv/3 -
-pavp + (3av(-9 — T - fiD) - @9v + ay(3dv + pcrvf3 
= -(9 + p + av){9 + r) - /39u(l - av) 
< 0. 
Figura 78: Possível gráfico da função h(i) = Bi + C. 
Portanto não existe nenhuma solução da equação (7.7) no intervalo ]0,1[, 
pelo que o sistema (7.4) não tem soluções no interior de T. 
(iii) Se pi o > avp há três casos a considerar: 
(iii.l) e-±P±^y- < E±í*. 
Já vimos anteriormente que esta condição implica que a função li-2 é 
monótona crescente e a sua assimptota vertical está situada do lado 
esquerdo da recta i = i2-
ComoO < i} = ^V^J"^ < 1 (Observação 7.1.5) então 6 > \iD > avfl 
e a função h\ é monótona decrescente pois h\(i) = - § n ~ ) < 0- J& 
vimos que r2 > n e que h2(i2) = 0. Assim, l\ eh, não se intersectam 
no interior de T. 
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Figura 79: As curvas isóclinas l\ e l­i nao se intersectam no interior de T. 
Em conclusão, o sistema (7.4) não tem soluções no interior de T. 
(iii.2) e­±v±^ = E±í*. 
Já vimos anteriormente que, neste caso, h2 = 0 e eme /2 c a união de 
duas semi­rectas r = r2 > ri i ^ +p+"v­ 1. 
Como oy/3 < HD < j3 então a função h\ é monótona decrescente e 
/ii(0) = ri < ?'2­ Portanto, l] e /2 não se intersectam no interior de T. 
Figura 80: As curvas isóclinas /i e I2 não se intersectam no interior de T. 
(iii.3) " " " " " ; 
Portanto, o sistema (7.4) não tem soluções no interior de T. 
ô+p+ay ^ p+vS 
V 
Nesta situação, h2 < 0, como já foi observado anteriormente. Também 
já foi verificado que a condição h2(i) < 0 é equivalente a dizer que 
i < 6+^"v0 ■ Assim, em particular, se 0 < i < ^^­ = i2 então h2(i) < 0. 
Isto implica que a função h2 é decrescente, tem concavidade voltada 
para baixo em 0 < i < i%, a sua assimptota vertical está situada do lado 
direito da recta í = i 2 e a assimptota horizontal está acima da recta r = 
(e+p+a^ p+ve _p_ _^_ = y c (3> e n t ã o 
HU-Œyd 9+p+Œv 
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a função h\ é decrescente ei\ < 1. Assim, li e l2 não se intersectam no 
interior de T. 
r 
1 
^ \ 
l ^ x , o " lh 
Figura 81: As curvas isóclinas /i e Í2 não se intersectam no interior de T. 
Concluimos assim que o sistema (7.4) não tem soluções no interior de 
T. 
Caso 3: TZvap+VRN = 1. 
A condição HQP+VRN = 1 equivale a dizer que r\ = r2 < 1 ou seja, 
f3-(9 + T+ up) p + u6 > 0 
/3(1 -<r v ) 6i + p + av 
= > /i > (e + r + fiD). 
Além disso, C = 0 e, por consequência, /i(0) = 0. 
(i) /Xrj < 0V/3. 
Então A < 0 e os zeros da função h são i = 0 e i = — j . Portanto, se 
B < 0 então não existe nenhuma solução de /i(i) = 0 em ]0,<i[. Se B > 0, 
ft(íi) < 0 e a equação /i(i) = 0 tem uma solução, i*h = — ^  < Zi, no intervalo 
10, t J . 
Figura 82: Gráfico da função h. 
Concluimos que se TZQP+VRN = 1, fiD < av/3, B > 0, então o sistema (7.4) 
admite um ponto de equilíbrio endémico Ug = (i*,,^) no interior de T. 
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(ii) fj,D = av/3. 
Então A = 0 e o único zero da função h é i = 0, pelo que a equação h(i) = 0 
não tem soluções não nulas. 
(iii) \iD > av/3. 
Então A > 0 e os zeros de h são í = 0 e « = - | . Vamos considerar duas 
situações: 
(iii.l) Se B > 0 então não existem soluções positivas de h(i) = 0. 
(iii.2) Se B < 0 então não existem soluções de h(i) — 0 no intervalo ]0,h[. 
De facto, se existisse um tal zero, então deveriam existir duas soluções 
no intervalo ]0,1[ quando H0 = 1 + 6, onde S é um número positivo 
suficientemente pequeno, o que contradiz os resultados do Caso 1. 
Proposição 7.1.6 Considere-se B definido na proposição 7.1.4 como uma função 
linear de o~v, 
B = B(av) = ,jLD{p + av + T + HD + 29) -(3[{d + ^D + av) -av{f3-6-pLD-T-p)}. 
Sejam aVi = (e+v+av)(e+r+^)-^v+6(i-u)\ ^ fl sohção de fí(^) = Q (mso ^ ^ ^ 
e ovc (o~v2 < ovc < °Vi < l j û solução de B(ay) = 2\/AC (caso exista). Então: 
(a) o sistema (7.3) admite (sempre) um ponto de equilíbrio de não doença UQ = 
(b) relativamente aos pontos de equilíbrio endémicos, as seguintes afirmações são 
verdadeiras: 
(b.l) se 1Z0 + RN > 1 então o sistema admite o ponto de equilíbrio endémico, 
Uï = (il,rî); 
(b.2) se o~vc < crv < o~vx < 1 então existem dois pontos de equilíbrio endémicos, 
US = (*5.»2) e U3 = (i*3,rí)> onde i*2 < i*3 e r*2 > r*3; 
(b.S) se uy = oyc < o~yx < 1 então existe um ponto de equilíbrio endémico, 
Ul = (il,r\); 
(b.4) se oyc < oy — oyx < 1 então existe um ponto de equilíbrio endémico 
U; = (il,ri); 
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(b.5) não existe nenhum ponto de equilíbrio endémico, excepto nos quatro ca­
sos anteriores, onde TZQP+VRN, A, B, C e as coordenadas dos pontos de 
equilíbrio endémicos referidos são os mesmos da proposição 7.1.4­
Demonstração: A demonstração consiste em simplificar as afirmações (5.2), (6.3) e 
(6.4) da proposição 7.1.4 anterior. Ora, 
nVP+VRN < l 
^> (3[av +o­v6 + p(l ­ ( 1 ­av)u)] < (6 + r + fiD)(0 + p + av) 
<=> (3[av + 0(1 ­ v)} + av(3(p + v0) < (0 + T + nD)(d + p + av) 
(0 + T + ^)(0 + P + av) ­(3{av+0(l ­ u)\ 
<==> av < aVl, 
e a condição TZQP+VRN = 1 é equivalente à condição oy = aVl. Além disso, 
aVl < 1 
<=► (0 + T + fiD)(9 + p + av) ­ (3{av + 0(1 ­ u)] < (3(p + u9) 
< ^ (0 + T + fiD)(9 + p + av) < P(0 + V + av) 
­<=>> (3 > 0 + T + \lD. 
Se /3 > 0 + r + fiD (o que implica que /3 > HD) e 1ÍQP+VRN < 1 (o que implica que 
C < 0) então como A = (/fo­av­/3)(/3' —Mr>) v e m Q116 ^ C > () s e e s ° s e HD­^VP < 0­
Portanto, ^ < av < o~vx < 1. 
Se 0 + r + \iD < (3 < 0 + r + ^ D +­ p então 
£ ' K ) =(3((3­9 ­ HD­T­P)< 0 
e portanto £?, como função de av, é (sempre) decrescente. 
Como para oy = ^ se tem 
B(av) = (^D ­ 0)(0 + av) < 0, 
concluimos que B < 0 para av > **£■■ 
SeP>9 + T + iiD+P então B, como função de av, ê (sempre) crescente. Quando 
0 + T + nD+p<(3<T + iJ,D + 20 + p + aveav = l obtemos, após alguns cálculos 
simples 
B = (pD­ (3)[(T + MD + 29+ p + av) ­ ft] < 0, 
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o que implica que se £§■ < av < 1 então B < 0. Quando (3 > r + p,D + 29 + p + ay e 
Oy — \ então 
B = (pD- 0){(T + iiD + 26+p + av)-(3}>0, 
e, se av = ^- , 
5 = ( / i p - ^ ) ( 0 + a v ) < O . 
Então existe ov2 ( ^ < 0y2 < 1) tal que se ^ < ay < ay2 então S < 0, e se 
oy2 < ay < 1 então £? > 0. 
Quando 'R^P+VRN < 1 e P > T + [ÍD + 26 + p + av temos as seguintes situações: 
• se Gy2 > Gyx então a desigualdade B > 2\JAC não é válida para ay tal que 
^§- < ay < 1 (já vimos anteriormente que sef3>6 + T + [i£>e 7ZQP+VR < 1 
então AC > 0 se e só se &§- < ay < <jy1 < 1); 
• se ay = ay2 = ayt então 5 = 0; 
• se ay2 < ay1 então existe oyc e 1 ° ½ ) ° ^ tal que 0 < B < 2-yAC para ay 6 
]0V2,0Vc[, 5 = 2\A4C para av = ovc, e B > 2\JAC para ay € ]0V2,0Vi[-
Desta análise concluimos que 
(i) as condições TZ^P+VRN < 1, /3 > 6 + r + (iD, p,D < av/3 e B > 2\fÃC são 
equivalentes à condição ayc < ay < ay1 < 1; 
(ii) as condições TZQP+VRN < l, (3 > 0 + T + /J,D, p,D < av(3 e B = 2\[ÃC são 
equivalentes à condição cry = 0VC < ay1 < 1; 
(iii) as condições TZQP+VRN = 1, //£> < cy/3 e 5 > 0 são equivalentes à condição 
ayc < ay = ayx < 1. 
A proposição está demonstrada. 
Observação 7.1.7 Seja 
„ ay + <7y o 0+p( l - ( l -<7vc)" ) 
/ te = p- (<9 + T + /UL,)(6> + P + Û:K) 
Então: 
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VP+VRN a condição aVc < av < aVl < 1 é equivalente à condição TZc < TZQ < 1 ; 
• 
VP+VRN a condição ay — 0VC < o~v1 < 1 é equivalente à condição TZc — ^o < 1» 
• a condição aVc < av = <JVl < 1 é equivalente à condição TZc < 1ZQP+VRN = 1. 
Teorema 7.1.8 Para o sistema (7.3) têm-se as seguintes afirmações: 
(a) se HQP+VRN < 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é um nó local-
mente assimptoticamente estável e se TZQP+VRN > 1 então U0 é um ponto sela 
(instável); 
(b) se TZQP+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio endémico U{ é localmente assnnp-
toticamente estável; 
(c) se 1Z%P+VRN < 1, /3 > 9 + T + HD, HD < av(5 e B > 2yfÃC, então os pontos 
de equilíbrio endémicos f/2* e U% são, respectivamente, um ponto sela e um ponto 
localmente assimptoticamente estável; 
(d) se 1Z%P+VRN <l, f3>8 + T + nD, /I D < av/3, B = 2^/ÃC e, se f/3* for um nó 
na situação (c), então o ponto de equilíbrio endémico t / | é um ponto sela-nó; 
(e) se TZQP+VRN = 1, \iD < ovfi e B > 0, então o ponto de equilíbrio de não 
doença UQ é um ponto sela-nó e instável no interior de T e, se t/3 for um nó 
na situação (c), então o ponto de equilíbrio endémico f/j* é um nó localmente 
assimptoticamente estável. 
Demonstração: A matriz jacobiana associada ao sistema (7.3) avaliada num ponto 
genérico (i, r) é dada por 
f0-{e + T + nD)-2(0-iiD)i-P(l-ov)r -P(l-av)i \ 
\ -p+ (nD- avP)r -{9 + p + av) + (/iD - avj3)ij 
que em t/0 se reduz a 
J{Uo) = ( P - ( 9 + T + „D) - /3(1 - av)^rv 0 \ 
l -p + (jtD - av0)ro -{9 + p + av)l 
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Dado que 
p + vi 0 ­ (9 + r + (iD) ­ 0(1 ­ ffV) p + av 
(*> + T + „ P ) h " ­ 1 ^ ­ ^ ) 0 ­ + ^ 6 + T + HD (9 + T + fiD)(9 + p + av] 
la^ j_ , f 0(9 + p + av) ­ 0(1 ­ <TV)(p + u9) = V + T + tà{ (e + T + ,D)(9 + P + av) l 
= (8+r+»D) (ft»* °v9+¾■­(1 ­ *r>>i ­ i l 
= (5 + r + M « P + V R i V ­ l ) 
a matriz J(C/o) é dada por 
\ ­ p + (/ijr, ­ ov/?)r0 ­ ( (9+p + o v ) / 
Os valores próprios da matriz são reais e iguais a, (9 + T + IJLD)(T^OP+VRN — 1) e 
­ ( 0 + p + ay). 
Se TZQP+VRN > 1 então os dois valores próprios têm sinais contrários e o ponto de 
equilíbrio de não doença é um ponto sela (instável). Se TZQP+VRN < 1 então os dois 
valores próprios da matriz são negativos e o ponto de equilíbrio de não doença é um 
nó localmente assimptoticamente estável. 
Seja U* = (i*,r*), i* > 0, um ponto de equilíbrio endémico. 
Como 0 — (8 + T + //£)) — (0 — /ÍO)Í* — 0(1 — (Jv)r* = 0, a matriz jacobiana associada 
ao sistema (7.3) e avaliada em U* é 
J m = ( ­(P­I*D)? ­0(1­*V)? \ 
\­p + (HD ­ W0)r* ­(9 + p + otv) + (jiD ­ av0)i*j 
com determinante dado por 
det(J(U*)) = (0­nD)i*(9+p + av)­(0­nD)i*(nD­av0)i*­0(l­av)i*p + 
+ 0(l­av)i*(fiD­av0)r* 
= 0(9 + av + ovp)i* ­ \iD(9 + p + av)i* ­ (0 ­ HD)Í*(I+D — crv0)i* + 
+ 0(1 ­ av)i*(nD ­ avP)r*. 
Seja / a recta definida por det(J(U*)) = 0, isto é, 
(0 ­ fiD)(fiD ­ av0)i* ­ 0(1 ­ <TV)(p,D ­ av0)r* = 0(9+ av +avp) ­ pD(6 + p + av). 
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Para estudar a estabilidade local dos pontos de equilíbrio endémicos vamos considerar 
quatro casos distintos, conforme o valor de TZQP+VRN e de outros parâmetros do 
modelo. 
Caso 1: Tlv0p+VRN > 1. 
Pela proposição 7.1.4, a condição IZQP+VRN > 1 implica que o sistema (7.3) tem um 
único ponto de equilíbrio endémico, U[ = (i[, r*), e que 0 > 6 + r + fiD. Seja então 
i* = i* e r* = r\. Uma vez que 
l < nvp+VRN < g(g + av + gyp) 
0 ^ ( 0 + p + a^) 
vem 
(0 - nD)(6 + av) + {crv/3 - nD)p > 0. (7.9) 
Da segunda equação do sistema (7.4) resulta que 
(9 + p + av) - (/iD - av0)i\ = eJÍ±É±zlU. > o, 
e portanto o traço da matriz J(U*) é 
£r(J(£/*)) = - O # - M í > K - ( 0 + í > + av) + (Mí>-*W?K < °-
Para estudar o sinal do det(J(U[)) vamos considerar duas situações: 
(i) fiD = av0. 
Por (7.9), 
det(J(U{)) = [(0 - iiD){6 + av) + (°v0 - Mz>)p]*î > 0, 
e concluímos que o ponto de equilíbrio endémico U\ é localmente assimptotica-
mente estável. 
(ii) \iD ^ av0. 
Para determinar o sinal do det(J(U*)) vamos analisar a posição relativa do ponto 
U{ com a recta l, ou seja, vamos resolver o sistema de equações: 
(0 - nD)i + 0(1 - °v)r 0-(6 + T + »D) (7.10) 
(0 - HD){HD - crv0)i - /3(1 - CTV)ÍPD - crv0)r = 0(0 + av + avp) - nD(d f p + av), 
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que, após várias simplificações, é equivalente ao seguinte sistema 
(3 - (9 + T + tiD) - (3(1 - av)r 
(3 - LXD 
-(3(9 + av + avp) + ixD(9 + p + av) + (ixD - av(3)[(3 
r = 2(3(1 -av)(nD-av(3) 
+ M2>)] 
Substituindo o valor de r na equação de i obtemos, após alguns cálculos, 
-HD(V + 20 + Oiy + T + ix u) + /^ 1(61 + fxo + av) - av(-p -T - JJLD-9 + 
2(nD - av(3)((3 - ixD) 
B_ 
que é a abcissa do ponto de intersecção da recta li (uma das curvas isóclinas do 
sistema (7.3)) com a recta l. 
- Se /xD < ovfi então A < 0. Uma vez que C > 0 (pois Tl^p+VRN > 1) 
concluímos que o produto das soluções da equação h(i) — 0 é negativo. 
Assim, sendo i\ a solução positiva dessa equação, tem-se i\ > - ^ -
Assim, o ponto de equilíbrio endémico U* encontra-se abaixo da recta l. 
% \ '^' 
-í\ 
p — - ^ 
II __» ;; Í I \ Í 
Figura 83: O ponto de equilíbrio endémico U* encontra-se abaixo da recta /. 
Tendo em conta a equação de l (segunda equação do sistema (7.10)), 
-(3(9 + av + avp) + /xD(9 + p + av) + ((3 - HD)(LID - av(3)i\ 
r; < (3(1 -<TV)([XD - av(3) 
donde det(J(UD) > 0. O ponto de equilíbrio endémico U{ é localmente 
assimptoticamente estável. 
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Se jiD > av(3 então A > 0. Uma vez que C > 0 concluímos que o produto 
das soluções da equação h(i) = 0 é positivo. Ora, i\ é a solução positiva 
dessa equação no intervalo ]0, i\[. Por (7.8), 
Após vários passos de simplificação obtemos 
Kh) •0(1-*v) 6i P - Vn < 0. 
2A-Como i\ < ii e h(ii) < 0 vem que i\ < 
O ponto de equilíbrio endémico U{ encontra-se acima da recta /. 
Figura 84: O ponto de equilíbrio endémico í/j" encontra-se acima da recta /. 
Assim, det(J(U*)) > 0 e o ponto de equilíbrio endémico U* é localmente 
assimptoticamente estável. 
Caso 2: Tl^p+VRN < 1, (5 > 9 + T + fjtD, fiD < av(5, B > 2VÃC. 
Pela proposição 7.1.4, estas condições implicam que o sistema (7.3) tem dois pontos 
de equilíbrio endémicos, [/£ = ' ' : ; e t/3 lo. To (il,rl). Nesta situação, A < 0 e C < 0, 
ou seja, o produto das soluções da equação h(i) é positivo. Assim i*2 < —JÃ < '3 on(^e 
i\ e i\ são as soluções dessa equação. 
Os pontos de equilíbrio endémicos U*2 e C/3 estão situados em lados opostos relativa-
mente à recta /. 
Figura 85: Os pontos de equilíbrio endémicos U£ e US estão situados em lados opostos relativamente à recta / 
CAPITULO 7. VP+VRN CONFERINDO IMUN. PARCIAL E TEMP. 188 
Concluímos, de forma análoga ao caso anterior, que 
det(J(U;)) < 0 e det(J(U;)) > 0. 
Os traços das matrizes J{U2) e J{U3) são, respectivamente, 
tr{J{U*2)) = -{13 - fiD)i*2 -(6+p + av) + (fiD - avf3)i*2 < 0, 
tr(J(U;)) = -{13 - nD)i*3 -(6 + p + av) + (nD - av(3)i*3 < 0, 
pelo que os pontos de equilíbrio endémicos C/| e U$ são, respectivamente, um ponto 
sela (instável) e um ponto localmente assimptoticamente estável. 
Caso 3: T$P+VRN < 1, (3 > 6 + r + fiD, [iD < av(3, B = 2\fÃC. 
Pela proposição 7.1.4, estas condições implicam que o sistema (7.3) tem um único ponto 
de equilíbrio endémico, U\ = {i\,rX), que acontece quando os pontos de equilíbrio 
endémicos U2 e U3 do caso 2 se sobrepõem. Se L^ for um nó então, pelo caso 2, 
concluímos que XJ\ é um ponto sela-nó. 
Caso 4: K%P+VRN = l,fiD< av/3, B > 0. 
Pela proposição 7.1.4, estas condições implicam que o sistema (7.3) tem um único 
ponto de equilíbrio endémico, í/g = (i£,r£), onde il = — -| > - ^ - . Este ponto de 
equilíbrio encontra-se abaixo da recta l. 
Figura 86: O ponto de equilíbrio endémico (7r* encontra-se abaixo da recta l. 
Daqui resulta que det(J(U£)) > 0. Facilmente se verifica que tr(J(U£)) < 0 e 
concluímos que U£ é localmente assimptoticamente estável. 
Como foi referido anteriormente, os pontos de equilíbrio endémicos são os zeros da 
função h(Í) = Ai2 + Bi + C. 
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(1) (2) 
Figura 87: Gráfico da função h(i): (1) no caso K^P+VRN < 1, HD < <?V0, 0> 9 + T + fiD,B> 2\fÃC; (2) no caso 
,VP+VRN 
À medida que TZQP+VRN tende para 1 por valores inferiores, a figura (1) tende para a 
figura (2). 
De facto, isso acontece porque: 
• quando 'R%P+VRN < 1 o parâmetro C é negativo; quando TZ^P+VRN 1 o 
parâmetro C é nulo; 
• i 
-B+VB2-4AC e In 2 — 2A " " "3 
Bi + C = 0 quando TZ0 
_ g VBi AAC g~0 a g r a i ' z e s (positivas) de h(i) = Ai2 + 
VP+VRN < p 
• à medida que 1ZQP+VRN se aproxima de 1 por valores inferiores, C aproxima-se 
de 0 por valores inferiores. 
Portanto, das expressões de i\ e i\, resulta que à medida que TZ0 + se aproxima de 
1 por valores inferiores, i*2 aproxima-se de 0 (por valores superiores) e <*3 aproxima-se 
de i\ (por valores inferiores). Da expressão (7.6) resulta, pela continuidade da função 
h2, que r*2 se vai aproximar de r0 — Q+^+^T e r3 s e va* aP r°ximar de r*}. Assim na 
situação limite 1ZQP+VRN = 1, t/£ sobrepõe-se a U0 e U% sobrepõe-se a U£. 
Relativamente à estabilidade local dos pontos de equilíbrio UQ e U£ tem-se: 
na situação TZQP+VRN < 1 foi visto que o ponto de equilíbrio de não doença f/o 
é um nó e que U% é um ponto sela. Como na presente situação (1ZQ + - 1), 
C/| se sobrepõe a UQ, resulta que U0 se torna num ponto sela-nó; 
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já foi demonstrado anteriormente que i/g é localmente assimptoticamente estável. 
Como paraTZQ P + V R N = 1 o ponto de equilíbrio f/g* se sobrepõe a U£ então, se í/g 
for um nó no caso 2, concluimos que í/5 é um nó localmente assimptoticamente 
estável. 
Vamos agora estudar a distribuição das órbitas do sistema (7.3) perto do ponto de 
equilíbrio de não doença. Considerando a mudança de variável 
u = i z — \p — (fxD - av(3)r0}i + (6 + p + av)(r — r0) t = -s, 
vem 
du 
~db 
z-\p-(\iD- (Jvf3)r0\i 
0 + p + av 
i{0 -{8 + T + fiD) - (P - nD)i - /3(1 - <yv)r] 
du 
ds 
u{(3-(9 + T + pD)-(l3- HD)U - (3(1 - av) 
(Q_ \ | P(l-vv)[p-(VD-vvP)r0} 
9+p + av 
- /3(1 — av)r0u + (3u — (6 + T + HD)U 
du 
~~dt 
z-\p-(nD- av(3)r0}u 
9 + p + ay 
1(1 - ay)z 
9 +p + av 
+ r0 
Já vimos que a condição TZQ = 1 é equivalente à condição ri = r-i, onde r\ e r2 (= r0) 
são os referidos anteriormente. Daqui resulta que (3 — (9 + r + fiD) — /3(1 — 0y)ro e 
portanto que a expressão de ^ é 
du 
ds 
(/3-aD) 
/3(1 - av)[p - (pD - <Jyl3)r0\ 
9 + p + av u 
P(l-<ry)z 
9 + p + av 
Relativamente à expressão de ~ temos que 
dz dz du 
ds du ds 
dv dt ds 
\p-(^-av/3)r0} + (9 + p + a v ) - - -
du 
ds 
[p - (uD - <7v(3)r0]-j (9 + p + av) 
dr 
]~dt/ 
(7.11) 
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Uma vez que 
[ p - O D - C T W ^ O ] ^ ; 
[p - (Ato - av/3)r0]íx (/? - MD) 
/9(1 - oy)[p - (/i£> - ov/?)r0] 
t i 
6* + p + av 
\p-(HD- vvP)r0](P - VD) - /9(1 - <7v)[p - (pD - crv/3)rQ} 
/3(1 -av) 
u + 
0(l-av)z 
6 + p + av 
p- (HD- avP)r0 
9 + p + av 
+ uz[p- (fiD -av(3)r0]- + p + av 
a equação (7.11) é equivalente a 
dz 
ds 
u2 [p - (/UD - fJv//3)r0](/3 - HD) - /3(1 - c>v)[p - (/'» - 0V/?)ro 
+ uz\p-(viD-(rvP)ro]3r. , ' - ( 0 + P + a v ) r ' . 
P - (PD - Pvf3)r0 
9 + p + av 
No entanto, 
(6 +p + av)r' 
9 + p + oty 
(9 + p + av){p + Í/0) - p u ( 0 + p + ay) - (9 + p + avfr f 
+ (p + 0 + OLV){HD - crvP)ur. 
Usando a expressão de r e sabendo que r0 0+p+av , a equação anterior é equivalente 
+ 
(9 +p + av)r' = -(9 + p + av)z + (pD -av(3)uz - (p,D - ov(l)[p- (pD -av0)ro]u2 
Assim, 
dz 
ds 
[p - {fJ>D - vv(3)r0]{f3 - HD) - /?(1 - crv)\p - (//„ - av(3)r{)\ 
p-{Hp- (JvP)r0 
9 + p + av + 
+ uz\p- (av -avp)r0]~ — + (9 + p + av)z - (fiD - av/3)uz + 
9 + p + av 
+ (nD - av/3)\p - (HD - ffVl3)r0}u2 
(9 + p + OLV)Z — UA (HD - av(3) - \p - (pD - av/3)r0] 
/9(1-<rv) 
+ u2/?(l - av)\p - (PD - otvP)r0] 1 
(9 + p + av)z - uz 
9 + p + a.v 
V - il^p - vv/3)r0 
9 + p + av 
(fxD - crvP) - [p - (ML> - 0vP)ro] 
0(1-av 
+ u2f3(l - av)[p - (PD - otv0)ro) 
6 +p + ay. 
av + 9 + (pD - (7y/J)r0 
9 + p + av 
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Após a mudança de variáveis, o sistema (7.3) é então equivalente a 
du 
ds 
dz 
ds 
(0 ­ I*D) 
(3(1 ­ ov)[p ­ (jiD ­ av(3)r0] /3(1 ­ oy u + z 
(6 + p + ay)z — uz 
+ u2f3(l ­ av)[p ­ (HD ­ av/3)r0] 
v + p + av 
(//D ­ avP) ­ [p ­ {HD ­ crv@)ro] 
­ p + av 
/3(1 ­ av 
(7.12) 
0 + p + av 
av + 6 + {up ­ crvf3)r0 
8 +p + av 
+ 
du 
(Is 
dz 
ds 
0 sistema de equações lineares correspondente ao sistema (7.12) é 
0 
(9 + p + av)z. 
A matriz jacobiana associada ao sistema (7.13) num ponto (u, z) genérico é 
í° ° \ 
\0 e+p + avJ 
que tem um valor próprio nulo e outro positivo: 9 + p + a.y. 
Considerando a mudança de variável 
s' = (9 + p + av)s, 
o sistema (7.12) pode ser escrito na forma 
du 1 
(7.13) 
onde 
P2(u,z) 
Qï(u,z) 
ds 
dz 
d~s 
W­HD) 
1 + p + av 
1 
+ 
■P9.U 2{U,Z (7.14) 
­Q2(U,Z), 9 + p + av 
(3(1 ­ ov)[p ­ (fiD ­ avP)r0] 
p + av 
13(1­ey)z 
8 + p + av 
­uz 
/3(1 ­av) + (fJ>D ­ oví3) ­ [p ­ (pD ­ °vP)r0} u 8 + p + av 
av + 9 + (fiD ­ av(3)rQ + u (3(1 ­ av)[p ­ (/ifl ­ avp)r0] 9 + p + av 
Ternos que: 
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• O = (0,0) é um ponto de equilíbrio isolado de (7.12); 
• Pz e Q2 são funções analíticas numa vizinhança de O de ordem não inferior a 2. 
Pelo Teorema da Função Implícita (2.0.14), numa vizinhança suficientemente pequena 
S s (O) de O, a equação 
F(u, z) = z + — — Q2(u, z)=0 
6 +p+ av 
tem exactamente uma solução z = <j)(u), que é analítica em Ss(0) e satisfaz: 
• ¢(0) = 0. 
„ rh'í(\\ - ^(0 ,0(0)) _ ^ (0 ,0 ) _ A 
• Ç* l u J - FZ(O,0(O)) ~~ fi(0,0) u -
Como (¢) é analítica, terá de ser da forma 
<f>{u) = YJ bkUk 
numa vizinhança de 0 e as condições anteriores implicam que ò0 = 0 e òi = 0 logo 
4>(u) = b2u2 + [u]3, 
onde [u]3 representa a soma dos termos de (j>{u) de ordem superior ou igual a 3. 
Seja 
í/;(u) = P2(u,0(u)) = a2v? + [u]3. 
Então, 
ij)(u) = u ta
 x /?(1 - oy)[p - (jXp - <Jy0)ro] 
9 + p + av 
, P(l-av)4(u 
9 + p + a\, , } 
í (£ -PD)(9+P + ay) - 0(1 - <rv)\p - {pD - (Jyp)r0\ 1 ^ + . , 
\ 9 + p + av j J3' 
Uma vez que 
nVP+VRN = l ^ ( 3 { l _ a y ) r o = ( 3 _ ( 9 + T + fÍD) 
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verificamos que 
(P - I*D)(0 + p + av)- /3(1 - av)[p - (y,D - avp)r0] 
= {15- (iD){6 + p + av)-0(l- av)p +{(3-{9 + T + HD)\(pD 
= ~P>D(P + a v + T + fiD + 29) + 0[(HD + av +9) - av(0 - 9 -
= - £ , 
onde B é o definido no enunciado a proposição 7.1.4. Assim, 
^ ) = —r\—i—"2 + Ms e s > o, 
9 + p + ay 
ou seja, 
^(w) = a^u2 + [u]'i com a2 < 0. 
Pelo teorema 2.0.34, as órbitas de (7.3) tendem para UQ ao longo do eixo dos rr e 
afastam-se de UQ no interior de T quando t —> +oo. Logo i/o é instável no interior da 
região T. 
\ , L 
/ 
\ 
Figura 88: Estrutura topológica das órbitas numa vizinhança de UQ. 
Proposição 7.1.9 A região 
Cl = {(s, i, r) : s > 0, i > 0, r > 0, s + i + r = 1} 
e positivamente invariante para (7.2). Em particular, as semi-órbitas positivas do 
sistema são limitadas. 
Demonstração: Sempre que s — 0 e que r + i = l temos 
i' + r' = 9u + fJ,oi{r + i) - avr — 9(r + i) - (r + \Xu)i 
= 0(f — 1) — avr — r i 
< 0, 
- < r W ? ) 
- /X0 - T - p)] 
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sempre que i = O e que s + r = 1 temos 
s' + r' = (1 - v)6 - 9{s + r) + v6 
= 6-9(s + r) 
= o, 
e finalmente sempre que r = 0 e s + i = 1 temos 
s' + i' = (1 - )^(9 - 6(s + i) + nDi{s + i) - ps - fj,DÍ 
Figura 89: Região Í2 e a direcção do campo de vectores sobre a fronteira. 
A seguinte proposição é importante para o estudo da estabilidade global dos pontos 
de equilíbrio. 
Proposição 7.1.10 O sistema (7.2) não tem órbitas periódicas na região invariante 
n. 
Demonstração:A fronteira da região Í2 não pode formar soluções periódicas do sis-
tema (7.2) porque como foi visto na demonstração da proposição 7.1.9 a direcção do 
campo de vectores nessa fronteira nem sempre é nula. Vamos ver o que se passa no 
interior de O. Por redução ao absurdo, supomos que o sistema (7.2) tem uma solução 
periódica 4>(t). A curva (/>(£) é o bordo de um domínio plano II pertencente ao interior 
de i ) . 
Representando por (/1, /2, /3) o campo de vectores do sistema (7.2), sejam 
F = ( / 1 , / 2 , / 3 
G = —UxF, 
sir 
\T 
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onde U = (s, i,r) . Então G • F = 0 e explicitando a função G obtemos 
G = ( ­ , ­ , ­ ) x ( /1 , /2 , /3) \ir sr siJ 
li _ li li _ li li _ li 
sr si ' s i ir' ir sr 
(91,92,93)­
O rotacional de G é dado por 
'dg3 dg2 dgx dg3 dg2 dgx 
di dr dr ds ds di 
onde 
%3 dg2 (3 T av 9v + ps 
di dr r sr si ir2 
dgi dgz 9v p (3ay P #(1 — v) + ri ocv 
dr ds sr2 r2 s r s2r s2 
dg2 dg\ (1 — v)9 + uvr r p av/3 
ds di s2i s2 ir s 
A componente do rotacional de G na direcção normal ao plano que contém II é dada 
por 
­ ^ rot G ­(1,1,1)7 
1 
y/3 [ sir r2 \ s ' i ) s 
ps + ri + avr 9v + ps ( 1 1 ^ 9(1 — v) + ri + otvr ( \ 1 
<i 1 r 
< 0, 
no interior de il. A componente Gt de G tangente à curva 911 é dada por 
°­F .0. 
O Teorema de Stokes afirma que 
o = / CrJrds = A= Í Í rot G ■ (1,1,1)¾ < 0, 
o que é uma contradição. 
Concluimos que o sistema não tem órbitas periódicas no interior de Q. 
Para o sistema (7.2) tem­se o seguinte: 
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Teorema 7.1.11 
(a) se TIQP+VRN > 1 então o ponto de equilíbrio de não doença U0 é um ponto sela 
(instável) e o ponto de equilíbrio endémico U{ é globalmente assimptoticamente 
estável em T - {(0,r) : 0 < r < 1}; 
(b) se TZQP+VRN < 1, HD < vvP, /3 > 9 + T + nD e B > 2\fÃC então existem duas 
órbitas tendendo (t —► +oo) para f/2* que dividem a região T em duas sub-regiões, 
D1 e D2, tais que í/3* ¢. Dlt t/3* G D2, 
lim (i(t),r(t)) = Uo se (t(0),r(0)) € Di 
í—»+oo 
e 
lim (*(t),r(í)) = f/3* se (»(0),r(0)) G D2. 
i—>+oo 
O ponío de equilíbrio de não doença U0 é um nó globalmente assimptoticamente 
estável em Dx e os pontos de equilíbrio endémicos £/2* e í/3* são, respectivamente, 
um ponto sela (instável) e um ponto globalmente assimptoticamente estável em 
D2; 
(c) se TZQP+VRN < 1, \iD < o-vP, f3>6 + T + HD e B = 2sfÃC então existem duas 
órbitas tendendo (t —» +00J para í/4* gue dividem a região T em duas sub-rcgwes, 
D\ e D'2! e 
lim (í(t),r(í)) = i/o se (t(0),r(0)) G Dj. 
í—>+oo 
O ponto de equilíbrio de não doença U0 é um, nó globalmente assimptoticamente 
estável na região D\ e, se C/3* for um nó na situação (b), então o ponto de 
equilíbrio endémico U\ é um ponto sela-nó; 
(d) se KQP+VRN = l, HD < o~v(3 e B > 0 então o ponto de equilíbrio endémico Í75* é 
um ponto globalmente, assimptoticamente estável na região T—{(0, r) : 0 < r < 1} 
e UQ é um ponto sela-nó e instável no interior de T; 
(e) se os parâmetros do sistema (7.2) não satisfazem os casos (a) — (d) então o ponto 
de equilíbrio de não doença U0 é um. nó globalmente assimptoticamente estável 
em T. 
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Demonstração: Aplicando o Teorema de Poincaré - Bendixson às regiões adequadas e 
tendo em conta as proposições 7.1.3 e 7.1.10 e o teorema 7.1.8, facilmente se demonstra 
a estabilidade global dos pontos de equilíbrio. 
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7.2 Discussão dos resultados 
Para comparar o modelo SIS sem vacinação com o modelo VP+VRN conferindo 
imunidade parcial e temporária apresentamos a seguinte tabela onde constam as 
expressões de TZQ no caso do tamanho TV da população ser variável e a taxa de contágio 
ser independente de N. 
Expressões de TZp 
AT'#0 
Termo 
Contágio 
0%I 
Sem 
Vacinação 
0 1 
VP+VRN 
Parcial e Temporária 
a 1 (-1 p+v8 \ \ n a 1 P+"e 
P e+T+VD v e+p+av ) v ' e+T+nD e+p+av 
Por observação da tabela verificamos que 
UVP+VRN < n ^ 
o que mostra que este tipo de vacinação pode ter um efeito positivo na prevenção 
da infecção. Esse efeito depende do parâmetro av. Se av = 0 (o que significa que 
estamos perante o modelo VP+VRN com imunidade temporária) então a vacina pode 
ser eficaz na eliminação da doença. Se av = 1 então a vacina é completamente 
ineficaz e o modelo comporta-se como o modelo SIS sem qualquer tipo de vacinação. 
Tanto numa situação como noutra os modelos apresentam dinâmicas simples: sempre 
que TZQP+VRN < 1 SÓ existe o ponto de equilíbrio de não doença e é globalmente 
assimptoticamente estável (em particular a doença tende a extinguir-se). No caso 
0 < oy < 1, a proposição 7.1.6 e o teorema 7.1.11 mostram que a eficácia da vacina é 
importante no controlo e na prevenção da doença. Os resultados anteriores afirmam 
que: 
• Quando TZQP+VRN > 1 então a doença invade a população de uma forma 
endémica; 
• Quando TZQP+VRN < 1 há a referir várias situações. Introduzindo um valor Kc 
e as constantes ayc e uyl temos: 
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- Quando 0 < aVc < av < aVl < 1 (ou equivalentemente TZc < TZQP+VRN < 
1) então existem dois pontos de equilíbrio endémicos ([/2*e[/3*)ea dinâmica 
do modelo depende das condições iniciais. Se as condições iniciais per-
tencerem a uma dada região (Di) então a doença tende a desaparecer, se 
pertencerem a outra região (D2) então a doença invade a população; 
- Quando 0 < ayc = (?v < &Vi < 1 (ou equivalentemente TZc = TZQ < 
1) então existe um ponto de equilíbrio endémico (í/4 ) e as condições iniciais 
influenciam a dinâmica do modelo. A extinção da doença só acontece se as 
condições iniciais pertencerem a uma dada região (D[); 
- Quando 0 < ovc < av = aVl < 1 (ou equivalentemente TZc < TZQP+VRN = 
1) então a infecção invade a população, resultando numa endemia; 
- Quando av < aVc < aVl < 1 (isto é, K%P+VRN < Tlc e TZ^P+VRN < 1) 
então não existem pontos de equilíbrio endémicos e a doença progride para 
a sua eliminação. 
Eficácia da vacinação 
Na demonstração da proposição 7.1.6 verificámos que 
?1> ^ 2 ' *3i *4 ' ^ 5 ^ ^ 1 ) 
isto é, a proporção de infectados nos pontos de equilíbrio endémicos í/j", [/2*, f/3*, [/4* e 
Ul é menor do que no modelo correspondente sem vacinação. Este facto mostra que 
o efeito deste plano de vacinação é bem visível. 
Dinâmica do t amanho da população 
O corolário apresentado na discussão dos resultados dos capítulos 5 e 6 deixa de ser 
válido face à dinâmica complexa do modelo. As únicas conclusões que podemos tirar 
são as apresentadas na proposição 4.2.12, sendo i* o valor da ordenada de um ponto 
de equilíbrio endémico (determinada pelos valores dos parâmetros do modelo). 
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